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ВИЗНАЧЕННЯ ГІДРОДИНАМІЧНИХ ВТРАТ ПОТУЖНОСТІ  

В ЗУБЧАСТІЙ ПЕРЕДАЧІ. ТЕОРІЯ. 

Узагальненим критерієм ефективності високошвидкісних зубчастих передач мо-

же розглядатися ККД передачі з урахуванням умов та режимів її експлуатації, 

матеріалів та технології виготовлення, навантаження що передається та коло-

вої швидкості. Втрати потужності можна умовно розділити на ті, які зале-

жать від навантаження, що передається - механічне тертя в зачепленні та під-

шипниках, і ті , які не залежать від навантаження - аерогідродинамічний опір, 

періодичне стискання та розширення між зубцями. В залежності від умов експлу-

атації застосовують різні способи подачі масла до деталей і вузлів зубчастої пе-

редачі, основними з яких є змащування за допомогою занурення в масляну ванну, 

розбризкування із основної масляної ванни і циркуляційна подача масла. Співвідно-

шення сил аеродинамічного і гідромеханічного опору визначається рівнем масла в 

масляній ванні. Для кожного і-го зубчастого колеса, частково або повністю зану-

реного в масляну ванну потужність, затрачену на подолання гідромеханічного 

опору, можна представити у вигляді суми моменту сил в’язкістного тертя на 

торцях зубчастого колеса в масляній ванні, моменту сил в’язкістного тертя на 

периферії головок зубчастого колеса в масляній ванні та момент сили Коріоліса, 

яка виникає внаслідок радіального переміщення масла, в западині зубчастого коле-

са. На даний час відсутня узагальнююча аналітична модель, яка об’єднає всі види 

втрат. В результаті математичного моделювання отримані аналітичні залеж-

ності впливу геометричних і конструктивних параметрів зубчастого колеса на 

втраті потужності гідродинамічного опору обертанню. Проведені теоретичні 

дослідження дозволили встановити наявність двох режимів руху масла в запади-

нах зубчастих коліс, які характеризуються співвідношенням відцентрових, граві-

таційних, гідростатичних і сил в’язкості і Коріоліса. Розрахунок дозволяє враху-

вати не тільки вплив геометричних параметрів зубчатих коліс, занурених в масля-

ну ванну, але й конструктивні характеристики, такі як глибина занурення зубча-

того колеса і торцеві зазори між стінками картера та колесом, яке обертається.  

Ключові слова: гідродинамічні втрати потужності, зубчасте зачеплення, по-

ведінка масла в западинах, геометричні параметри. 

Вступ. Зростання потужностей та швидкостей, які передаються, викликає 

значну дисипацію енергії та, як наслідок, зростання температур в зубчастих пе-
редачах. Це погіршує механічні характеристики функціонування деталей пере-

дач та знижує строк їх експлуатації. Узагальненим критерієм ефективності висо-

кошвидкісних зубчастих передач може розглядатися ККД передачі з урахуван-
ням умов та режимів її експлуатації, матеріалів та технології виготовлення, на-
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вантаження що передається та колової швидкості.  
Втрати потужності можна умовно розділити на ті, які залежать від наванта-

ження, що передається (механічне тертя в зачепленні та підшипниках), і ті , які 

не залежать від навантаження (аерогідродинамічний опір, періодичне стискання 
та розширення між зубцями) [1], [2], [3], [4]. Найбільш ретельне дослідження 

розподілення втрат потужності за видами проведено [8].  

Аналіз останніх досліджень і літератури. Сучасний стан дослідження зуб-

частих передач можна розділити за наступними напрямками: розробка геометрії 
нових видів зачеплень базуючись на класичній геометро-кінематичній теорії за-

чеплень, розробленої [6], [14], [16] та розвиненої [19], [10], [20, 21]; дослідження 

напруженого стану зубців передач з метою розробки найбільш достовірного ро-
зрахунку на міцність [13], [18], [9]; удосконалення існуючих методик синтезу 

передач шляхом проектування передач базуючись на оптимізаційних моделях 

[12] та ін.; розробка та удосконалення способів виготовлення та контролю зуб-
частих коліс, застосування сучасних матеріалів та різних видів поверхневого 

зміцнення зубчастих коліс,яке сприяє зниженню концентрації напружень в при-

поверхневому шарі зубців та підвищенню несучої здатності передач [11]; експе-

риментальні дослідження напруженого стану зубців з метою уточнення існую-
чих методик розрахунку. 

При дослідженні гідродинамічного опору при занурюванні коліс в масляну 

ванну більшість авторів розробляли емпіричні рівняння для визначення безроз-
мірного коефіцієнта моменту гідродинамічного опору [15] та розглядали ротор, 

диск або зубчасте колесо занурене в масляну ванну. 

Базуючись на результатах експериментів [7] запропонували розглядати чо-
тири режими обтікання диску який повністю занурений в рідину. 

Явища які відбуваються в проміжку між зубцями були розглянуті [5], вони 

запропонували векторну модель для оцінювання глибини заповнення маслом 

западин зубчастого колеса що обертається.  
Розроблена чисельна модель запирання визначеного об’єму масло-

повітряної суміші між голівками та ніжками зубців колеса та шестерні в зачеп-

ленні [17]. Визначено, що швидкість масло-повітряної суміші в колесах з вели-
ким модулем більша. 

Результати експерименту [3] показали що із зменшенням торцевих зазорів 

зубчастим колесом, що обертається та нерухомою стінкою втрати потужності 

через гідродинамічний опір зменшуються. Також встановлено, що відносне зме-
ншення втрат потужності викликане наявністю торцевого зазору не залежить від 

швидкості обертання зубчастого колеса та його геометричних параметрів. 

Метою роботи є розробка сучасної узагальненої методики розрахунку гід-
родинамічних втрат потужності високошвидкісних зубчастих передач. 

Не зважаючи на відносно чисельні експериментальні випробування, опублі-

кованих робіт по розробці математичних моделей, які описують гідродинамічні 
процеси в зубчастих передачах небагато. Відсутня узагальнююча аналітична мо-

дель, яка об’єднає всі види втрат. 

Математичне моделювання втрат потужності при зануренні зубчастого 

колеса в масляну ванну. В залежності від умов експлуатації застосовують різні 
способи подачі масла до деталей і вузлів зубчастої передачі, основними з яких є 

змащування за допомогою занурення  в масляну ванну, розбризкування із осно-
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вної масляної ванни і циркуляційна подача масла. 
Співвідношення сил аеродинамічного і гідромеханічного опору визначаєть-

ся рівнем масла в масляній ванні. 

Для кожного і-го зубчастого колеса, частково або повністю зануреного в ма-
сляну ванну потужність, затрачену на подолання гідромеханічного опору, можна 

представити у вигляді суми складових: 

       a k v fM M M M      (1) 

МK – момент сили Коріоліса, яка виникає внаслідок радіального переміщен-

ня масла, в западині зубчастого колеса,що обертається Нм; 
Мv – момент сил в’язкістного тертя на периферії головок зубчастого колеса 

в масляній ванні, Нм; 

Мf  – момент сил в’язкістного тертя на торцях зубчастого колеса в масляній 

ванні, Нм. 

Матеріали досліджень. Визначення гідродинамічних втрат потужності 

через дію сили Коріоліса 

Сила Коріоліса kF , яка діє на робочу поверхню одного зуба колеса визнача-

ється за формулою  

  k bm kF m a      (2) 

де 
 

 
2


 bmax bmin

bm

m m
m   середня маса масла в западині зубчастого колеса , кг; 

bmaxm  маса масла в западині в момент її виходу з масляної ванни bminm   маса ма-

сла в западині в момент початку занурення її в масляну ванну; аk – коріолісове 

прискорення, яке з’являється при русі масло-повітряної суміші в радіальному 
напрямку в западині колеса, що обертається, м/с

2
. 

Прискорення Коріоліса визначається за формулою 

2    2    sin cos           k i i ia V r       (3) 

Де β – кут нахилу лінії зубців, рад. 

Середня маса масла в западині, яка знаходиться в масляній ванні може бути 
визначена за наступною формулою 

3  
2

 
bm

Q
m

t
     (4) 

де 3 Q  – масова витрата масла при заповненні западини через торці западин зуб-

частого колеса, зануреного в масляну ванну кг/с; t  – час перебування запади-

ни в масляній ванні, с.  

 2 arccos 12
  i ii i

i i i

r hAC r
t



  

  
  


   (5) 

Масова витрата масла при заповненні западин при її зануренні в масляну 

ванну Q3 залежить від торцевого перерізу западин, дійсної швидкості її запов-

нення маслом і густини масла 

3 3 a mQ A V       (6) 

де m  густина змащувального матеріалу при визначеній температурі масляної 
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ванни, кг/м
3
;  

2

1

 a bn i
i

A S y


   площа перерізу западини в осьовому напрямку, м
3
; 

yi – коефіцієнт торцевого проміжку, отриманий дослідним шляхом; bnS  – площа 

торцевого перерізу западини, м
2
; V3- дійсна швидкість заповнення западини при 

її зануренні в масляну ванну осьовою течією масла, м/с. 

Тоді 

 3  arccos 1
 a m i i

bm

i

A V r h
m





  



        (7) 

Величина швидкості заповнення западини в осьовому напрямку визначаєть-

ся за законом Бернуллі: 

 

2 2 2

3 0         
2 2

m b j g h m

V k V      


       (8) 

де рb – тиск масла в западині внаслідок дії сил тертя, МПа; pj – тиск масла в за-
падині внаслідок дії центробіжних сил, МПа; рg – тиск масла в западині внаслі-

док дії гравітаційних сил, МПа; рh – гідростатичний тиск в западині , МПа; 

sin cosV r        – швидкість потоку масла, яке витісняється профілем зу-

ба із западин в радіальному напрямку; ko – швидкісний коефіцієнт, який зале-

жить від форми потоку масла із западини зубчастого колеса, м/с
2
. 

Рівняння (8) описує процеси, які відбуваються в западині, зануреній у мас-
ляну ванну: масло викидається із западини гравітаційними та центробіжними 

силами і утримується в западині в'язкісними і гідростатичними силами, але час-

тина масла викидається в радіальному напрямку зі швидкістю Vi, і поступає в 
осьовому напрямку зі швидкістю V3. 

Якщо відносний радіус вершин колеса a a iR r r   і відносний радіус зубчастого 

колеса b f iR r r  , отримаємо відносний тиск центробіжних сил інерції масла 

 2 2

2 2

1

2

j

j a b

m i i

p
p R R

p r
   

 
     (9) 

площа змочуваної поверхні 
2 2 2(tg tg ) coswash i a fA b r            (10) 

Приймемо до уваги, що число Рейнольдса 

2

Re i i

m

r




 , відносний тиск мас-

ла в западині внаслідок сил в’язкістного тертя 
1.5 2 2

2 2 1.5

(tg tg ) cos

3 Re

a fb
b

m i i i i

Vp
p

p r A

   

 

  
 

    
   (11) 

Де  
1.5 1.52 2 2 2(tg tg ) cos (tg tg ) cossin cos

3 3

a f a f

i

i ia a

V

R R


      


 

      
      

    

 

Відносний тиск гравітаційних сил 

2 2

( ) ( )a b i m a b
g

m i i r

R R r g p R R
p

p r F

    
 

 
    (12) 
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Де 

2

i i
r

r
F

g

 
  - число Фруда. 

Відносний гідростатичний тиск масла в западині на глибині ділильного кола 

2 2

i i m i
h

m i i r

r h g p h
p

p r F

  
 

 
     (13) 

Підставляючи (13), (12), (11), (9) в (8), отримуємо рівняння Бернулі в безро-

змірному вигляді 

2 2 2 2

3

22
( ) ( ) ( sin cos )

Re

i
a b i a b o

r

Ф
V R R h R R k

F
          . 

Безрозмірна швидкість заповнення западини зануреної в масляну ванну 

2 2 23
3

22
( ) ( ) ( sin cos )

Re

i
s a b i a b o

i i r

V Ф
V k R R h R R k

r F
 


          



 

(14) 

Де ks – швидкісний коефіцієнт торцевого перерізу западин зубців зубчастого ко-

леса (ks=0,85  при абсолютно гострих кромках зубців, ks=0,9 при додатковій об-
робці кромок зубців). 

Підставляючи (14) отримаємо: 
3 2 2 2

3 3

1

( )( 4 tg )
cos

2

i a b
i m i

i

r R Rx
Q y p V

z

 
 



   
         (15) 

А потім в (10) 
2

3 2 2 33

1

arccos(1 ) cos
p r ( 4 tg ) ( ) p r

2 2 2

i i

m i a b i m i bm
bm

y V h
x R R m

m
z z z


  

   
        

  
  


 (16) 

2 2

4

( )

b i
i

a b

R
y

R R

 



  – коефіцієнт торцевого зазору, який представляє собою відно-

шення площі радіального зазору, відносно до одного зуба, до площі западини. 
Отримуємо силу Коріоліса 

4 2 sin cos
i

bm
k m i

i

m
F p r

z
             (17) 

Момент сили Коріоліса при зануренні колеса в масляну ванну (момент опо-

ру обертання зубчастого колеса) 

 arccos 1 i i

k k i

h z
M F r



 
   ; 

2 5 2
2 2 2 2

3

1

p r
( 4 tg ) ( ) arccos (1 ) sin cosm i i

k a b i i

i

M x R R y V h


   
 

 
              (18) 

Для нульового зубчастого колеса вираз (18) частково спрощується 
2

2 5 2 2 2 2

3

1

p r ( ) arccos (1 ) sin cosk m i i a b i i

i

M R R y V h  


            (19) 

Безрозмірний момент сили Коріоліса при зануренні нульового зубчастого 

колеса в масляну ванну  
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2
2 2 2 2

3

1

( 4 tg )
2 ( ) arccos (1 ) sin cosk a b i i

i

x
C R R y V h

 
 

 

  
           (20) 

Визначення втрат внаслідок в’язкістного тертя на периферії зубчастого 

колеса. 

На зубчасту пару, частково або повністю занурену в масляну ванну, діють 
сили гідродинамічного тертя, як на периферію зубчастого колеса, так і на бокові 

поверхні коліс. 

Граничними умовами при циркуляції масла уздовж периферії зубчастого 
колеса є 

out i aiV r   при air r   и 0outV   при r   

Де ωі – кутова швидкість зубчастого колеса і ( , )air r  .   Вирішуючи рів-

няння (19) з урахуванням вказаних граничних умов, отримуємо швидкість пото-

ку на периферії зубчастого колеса  
2

i ai
out

r
V

r

 
     (21) 

Тоді при заданій динамічній в'язкості радіальна, осьова і тангенційна скла-

дові напруження на периферії зубчастого колеса внаслідок обертання останньо-
го визначається наступним чином 

2 0
r

out
out m

V

r
 


   


    (22) 

 
1

2 0
r

out out
out m

V V

r r



 


 
     

 
   (23) 

2

2

1 2r

out out m i ai
out m

V V r
r

r r r r

  
 



     
       

     

(24) 

З рівнянь (22-24) видно, що тільки тангенціальна складова напруження на 

периферії зубчастого колеса не дорівнює нулю. З рівняння (24) витікає, що на 

периферії зубчастого колеса air r  тангенційне напруження дорівнює 

2out m i      і сила опору дорівнює 

2out wash out wash m iF A A              (25) 

Де 2wash i ai iA r b      площа змащуваної поверхні, м
2
. 

Кінцевий момент сил гідродинамічного опору периферії окремо взятого зу-

бчастого колеса визначається наступним чином 
24out out ai m i ai i iM F r b r               (26) 

2 5 2 22 5 2

2 2

44

Re

ia m i ai im a i ai i i m
out

m i i

R p b rR b r p
M

p r

   



           
 

 
Підставляючи 

значення кута arccos(1 )i ih   , безрозмірний момент опору обертання зубча-

стого колеса внаслідок в'язкості тертя на периферії зубців: 
3

5 2

8 arccos(1 )

Re

out a i i
out

m i i

M R b h
C

p r 

   
 

 
  (27) 
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Визначення втрат внаслідок в’язкістного тертя на торцях зубчастого колеса. 
Безрозмірний момент сил гідравлічного опору внаслідок в’язкістного тертя 

масла в умовах ламінарного режиму потоку 

2
**

1 1

3 Re3 6 (2 ) Re

lam m

M

i i i i i

C
ll r A h h




  

        
   (28) 

де 
* 2 (2 ) 2 (2 )ai i i i i i il r h h A r h h            – характерний лінійний розмір, 

м. 

Сила гідравлічного опору  внаслідок тертя масла об торцеві поверхні зубча-
стого колеса в умовах ламінарного режиму потоку визначається як 

2 2 4
arccos(1 ) (2 ) (1 )

6 (2 ) Re

i i i ilam

T m i i i

i i i

h h h h
F p A r

A h h


      
     

    
  (29) 

Момент сил гідравлічного опору внаслідок тертя масла об торцеві поверхні 
зубчастого колеса в умовах ламінарного режиму потоку визначається як 

lam lam

T T iM F r    

2 2 5
arccos(1 ) (2 ) (1 )

6 (2 ) Re

i i i ilam

T m i i i

i i i

h h h h
M p A r

A h h


      
     

    
 (30) 

Безрозмірний момент сил гідравлічного опору внаслідок тертя масла об то-
рцеві поверхні зубчастого колеса в умовах ламінарного режиму потоку 

2

2 5

2 arccos(1 ) (2 ) (1 )

0.5 6 (2 ) Re

i

lam
i i i ilam T

T

m i i
i i i

A h h h hM
C

p r A h h

        
  

       

   

(31) 

Для турбулентного режиму потоку 
1

7

7

0.0276
0.0276

2 (2 ) Re

turb m
M

i i
i i i

C
l r A h h





 
   

       
   (32) 

Сила гідравлічного опору  внаслідок тертя масла об торцеві поверхні зубчастого 

колеса в умовах турбулентного режиму потоку визначається аналогічно (29) 
2 20.5 2turb turb

T m i i wash MF p r A C            (33) 

Підставляючи (10), (32) в (33) момент сил в’язкості тертя  при турбулентно-

му режимі  руху 

2 2 5

7

0.0276 arccos(1 ) (2 ) (1 )

2 (2 ) Re

i i i iturb turb

T T i m i i i

i i i

h h h h
M F r p A r

A h h


       
       

    

  (34) 

Безрозмірний момент сил гідравлічного опору внаслідок тертя масла об то-

рцеві поверхні зубчастого колеса в умовах турбулентного режиму потоку  

2

2 5
7

0.0276 arccos(1 ) (2 ) (1 )

0.5 2 (2 ) Re

turb
i i i iturb T

T i

m i i
i i i

h h h hM
C A

p r A h h

       
   

       
(35) 

Сумарний момент сил  гідромеханічного опору обертання зубчастого коле-

са, зануреного в масляну ванну, визначається таким чином 
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2 50.5 ( )m i i k T outM p r C C C           (36) 

Втрати потужності внаслідок гідродинамічного опору обертання зубчастого 
колеса, зануреного в масляну ванну  

3 50.5 ( )m i i k T outP p r C C C           (37) 

В результаті математичного моделювання процесів обертання зубчастого 

колеса при його зануренні в масляну ванну отримана аналітична залежність, яка 

дозволяє прогнозувати вплив геометричних параметрів зубчастої передачі на 
гідродинамічні втрати потужності. 

Висновки.  
В результаті математичного моделювання отримані відносно прості аналі-

тичні залежності впливу геометричних і конструктивних параметрів зубчастого 
колеса на втраті потужності гідродинамічного опору обертанню. 

Проведені теоретичні дослідження дозволили встановити наявність двох режи-

мів руху масла в западинах зубчастих коліс, які характеризуються співвідношенням 
відцентрових, гравітаційних, гідростатичних і сил в’язкості і Коріоліса. 

При зміні торцевого зазору від нуля до критичного значення втрати потуж-

ності внаслідок гідродинамічного опору обертання зубчатого колеса, зануреного 
в масляну ванну завжди менше аналогічних втрат, у випадку, якщо зазор більше 

критичного значення. 

Розрахунок за залежністю (37) дозволяє врахувати не тільки вплив геомет-

ричних параметрів зубчатих коліс, занурених в масляну ванну, але й конструк-
тивні характеристики, такі як глибина занурення зубчатого колеса і торцеві за-

зори між стінками картера та колесом, яке обертається. 

З метою визначення інтегральних характеристик дисипації енергії та розро-
бки в подальшому інженерного методу оцінювання енергетичної ефективності 

зубчастих передач була розроблена математична модель поведінки масла в запа-

динах зубчастого колеса, що обертається при його занурені в масляну ванну. 

Встановлено умову граничної швидкості обертання зубчастих коліс, при 
якій змащування зануренням в масляну ванну стає неефективним і необхідно 

застосовувати схему циркуляційного змащування. 
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P. NOSKO, O. BASHTA, G.BOYKO, O.GERASIMOVA, A. BASHTA 

DETERMINATION OF HYDRODYNAMIC POWER LOSSES IN  

A GEARING. THEORY 

The generalized criterion of high-speed gearing effectiveness can be considered gearing effi-

ciency taking into account conditions and modes of its operation, materials and manufacturing 

technology, transmitted load and gear peripheral speed. Power losses can be divided into those 
that depend on the transmitted load - mechanical friction in the gears and bearings, and those 

that do not depend on the load - aerohydrodynamic resistance, periodic compression and ex-

pansion between the teeth. Depending on the operating conditions, different methods of oil 

supply to parts and gear units are used, the main of which are lubrication by immersion in an 

oil bath, spraying from the main oil bath and circulating oil supply. The ratio of aerodynamic 

and hydromechanical drag forces is determined by the oil level in the oil bath. For each i-th 

toothed gear, partially or completely immersed in the oil bath, the power expended to over-

come the hydromechanical resistance can be represented as the sum of the moment of viscous 

friction forces at the ends of the toothed gear in the oil bath, the moment of viscous friction 

forces on the periphery of gear heads in the oil bath and the moment of Coriolis force, which 

occurs due to the radial movement of oil in the cavity of the gear. There is currently no gener-
alized analytical model that combines all types of losses. As a result of mathematical modeling, 

analytical dependences of the toothed gear geometric and structural parameters influence on 

the power loss of hydrodynamic resistance to rotation are obtained. Theoretical studies have 

established the presence of two modes of oil movement in the tooth spaces of the toothed 

gears, which are characterized by the ratio of centrifugal, gravitational, hydrostatic and viscosi-

ty forces and Coriolis force. The calculation allows taking into account not only the influence 

of geometric parameters of gears immersed in the oil bath, but also design characteristics such 

as the depth of immersion of the gear and side clearance between the walls of speed reducer 

and the rotating toothed gear. 

Key words: hydrodynamic power losses, gearing, oil behavior in tooth spaces, geometrical pa-

rameters. 
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