
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 

НАЦІОНАЛЬНИЙ АВІАЦІЙНИЙ УНІВЕРСИТЕТ 

 

     

 Кваліфікаційна наукова 

праця на правах рукопису 

 

 

 

Гусинін Андрій Вячеславович 

 

УДК 681.5.015.24:629.7(043.5)

 

ДИСЕРТАЦІЯ 

 

МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО  

КЕРУВАННЯ РУХОМ  ЛІТАЛЬНИХ АПАРАТІВ НА ОСНОВІ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ 

 

05.13.03 – Системи та процеси керування 

 

Подається на здобуття наукового ступеня доктора технічних наук 

 

 

Дисертація містить результати власних досліджень. Використання ідей,  

результатів і текстів інших авторів мають посилання на відповідне джерело.   

               А.В. Гусинін  

 

Науковий консультант ˗ Зіатдінов Юрій Кашафович, доктор технічних наук, 

професор 

 

Київ-2021 



2 

  

АНОТАЦІЯ 

Гусинін А.В. Методи розв’язання нелінійних задач оптимального керування 

рухом літальних апаратів на основі диференціальних перетворень.  

– Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора технічних наук за 

спеціальністю 05.13.03 «Системи та процеси керування». – Національний авіаційний 

університет, МОН України, Київ, 2021. 

Дисертаційна робота присвячена розвитку методів розв’язання нелінійних задач 

оптимального керування рухом літальних апаратів (ЛА) на основі диференціальних 

перетворень та їх застосуванню до оптимізації багатоетапного виведення  

автономних безпілотних літальних апаратів (БЛА) у задані термінальні умови. 

Розвинута наукова та методична база для забезпечення розв’язання нелінійних 

задач оптимального керування рухом ЛА на основі математичного апарату 

диференціальних перетворень. Розвинуті та розроблені нові методи розв’язання 

нелінійних звичайних диференціальних рівнянь, нелінійних крайових задач та метод 

дискретно-аналітичного відображення в область зображень (у спектральну модель) 

вихідної нелінійної математичної моделі руху ЛА при виведенні у задані 

термінальні умови.  

Розвинуто метод основних диференціальних перетворень для розв’язання класу 

задач, математичні моделі яких описуються нелінійними звичайними 

диференціальними рівняннями. Запропонований підхід базується на сумісному 

використанню методу основних диференціальних перетворень, методу 

припасовування та застосування апроксимації нелінійних складових вихідних 

диференціальних рівнянь поліномами Адоміана. Розвинутий метод отримав назву 

модифікований метод диференціальних перетворень (ММДП) і дозволяє  розширити 

інтервал та знизити похибку розв’язку задачі, спростити дискретно-аналітичне 

відображення складних нелінійностей. 

На базі модифікованого методу диференціальних перетворень запропоновано 

метод розв’язання крайових задач, які описуються нелінійними звичайними 

диференціальними рівняннями. Розроблено метод дискретно-аналітичного 
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відображення у спектральну модель з відсутнім часовим аргументом вихідних 

нелінійних математичних задач багатоетапного виведення ЛА у задані термінальні 

умови. Спектральна модель подана у вигляді рекурентного виразу, має 

універсальний характер та може бути використана для розв’язання задач оптимізації 

руху різних типів ЛА. 

Розвинуто метод основних диференціальних перетворень в області 

застосування до розв’язання нелінійних задач оптимального керування рухом ЛА, 

що дало можливість спростити синтез алгоритмів керування та отримати їх в 

аналітичній формі. Розвинуті та розроблені нові методи розв’язання нелінійних 

задач оптимального термінального, багатокритерійного та гарантовано-адаптивного 

керування. 

Отримав подальшого розвитку метод розв’язання нелінійних задач оптимізації 

термінального керування багатоетапним виведенням ЛА, що не потребує 

чисельного інтегрування нелінійних диференціальних рівнянь, дозволяє отримувати 

алгоритми керування в аналітичному вигляді, здійснювати оперативний синтез 

керування та проводити моделювання динамічного процесу у реальному часі на 

більшому інтервалі розв’язку задачі. 

Запропоновано чисельно-аналітичний метод багатокритерійної оптимізації для 

розв’язання нелінійних задач синтезу алгоритмів оптимального багатоетапного 

керування рухом літальних апаратів з використанням скалярної згортки частинних 

критеріїв за нелінійною схемою компромісів. Метод базується на модифікованому 

методі диференціальних перетворень та дискретно-аналітичному відображенню в 

область зображень вихідної нелінійної математичної задачі, дозволяє звести  

проблему векторної оптимізації до розв’язання скінченої системи нелінійних 

рівнянь відносно параметрів керування. 

На базі модифікованого методу диференціальних перетворень розроблено 

чисельно-аналітичний метод синтезу гарантовано-адаптивного багатоетапного 

керування рухом ЛА при виведенні у задані термінальні умови при впливі 

невизначених обмежених збурень. Метод використовує диференціально-ігрову 

модель багатоетапного  динамічного процесу, не потребує чисельного інтегрування 
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нелінійних диференціальних рівнянь руху, зводить проблему синтезу алгоритмів 

керування до розв’язання скінченої системи рівнянь відносно параметрів керування 

та збурень і припускає аналітичний розв’язок задачі. 

Розвинуті та розроблені нові методи розв’язання нелінійних задач 

оптимального керування використані для синтезу оптимальних алгоритмів  

термінального, багатокритерійного та гарантовано-адаптивного керування 

виведенням авіаційно-космічної системи на орбіту, зльотом з виведенням на задану 

висоту і посадкою безпілотного аеростатичного літального апарату.  

Ключові слова: оптимальне керування, багатоетапні процеси, диференціальні 

перетворення, диференціальні ігри, авіаційно-космічні системи, аеростатичні 

літальні апарати. 
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ANNOTATION 

Gusynin A.V. Methods for solving non-linear problems of optimal aircrafts motion 

control based on differential transformations. - Qualifying scientific work as a manuscript. 

Thesis for Doctor of Engineering Science Degree in specialty 05.13.03 «Systems and 

Control Processes». - National Aviation University, MES of Ukraine, Kyiv, 2021. 

The thesis is devoted to the evolution of methods for solving non-linear problems of 

optimal aircraft motion control based on differential transformations and their application 

for optimization of multistep delivering of autonomous unmanned aerial vehicles (UAVs) 

into desired terminal conditions. 

The scientific and methodological base has been developed to ensure the solution of 

non-linear problems of optimal aircraft motion control based on the mathematical 

apparatus of differential transformations. Advanced and developed new methods for 

solving non-linear ordinary differential equations, nonlinear boundary value problems and 

the method of discrete-analytical mapping into the image area (into a spectral model) of 

the initial non-linear mathematical model of aircraft motion at delivering into desired 

terminal conditions. 

The basic differential transform method has been advanced for solving a class of 

problems, whose mathematical models are described by non-linear ordinary differential 

equations. The proposed approach is based on the joint use of the method of basic 
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differential transformations, the fitting method and application of approximating the non-

linear components of initial differential equations by Adomian polynomials. The advanced 

method is called the modified differential transform method (MDTM) and allows to 

expand the interval and to reduce the error of problem solution, to simplify the discrete-

analytical mapping of complex nonlinearities. 

On the basis of the modified differential transform method are proposed method for 

solving boundary value problems are described by non-linear ordinary differential 

equations. A method of discrete-analytical mapping into spectral model with no time 

argument of the initial non-linear mathematical problems of multistep delivering of an 

aircraft into desired terminal conditions has been developed. The spectral model is 

presented as a recurrent expression, has a universal character and can be used for solving 

problems of motion optimization of different types of aircraft. 

The basic differential transform method in terms of its application for solving non-

linear problems of optimal aircraft motion control has been advanced, which has made it 

possible to simplify the control algorithms synthesis and obtain them in analytical form. 

New methods for solving non-linear problems of optimal terminal, multicriteria and 

guaranteed-adaptive control have been advanced and developed. 

The method for solving non-linear problems for optimization of terminal control of 

multistep delivering of aircraft was further advanced, which does not require numerical 

integration of non-linear differential equations, allows one to obtain control algorithms in 

an analytical form, to carry out the operational synthesis of control and to simulate a 

dynamic process in real time over a larger interval of problem solution.  

A numerical-analytical method of multicriteria optimization is proposed for solving 

non-linear problems of algorithms synthesis for optimal multistep control of aircraft 

motion using scalar convolution of partial criteria according to a non-linear scheme of 

compromises. The method is based on modified differential transform method and 

discrete-analytical mapping of the initial non-linear mathematical problem into image 

area, allows to reduce the problem of vector optimization to solving a finite system of non-

linear equations with regarding to the control parameters.  
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On the basis of the modified differential transform method, a numerical-analytical 

method for the synthesis of guaranteed-adaptive multistep control of the aircraft motion at 

delivering into desired terminal conditions under undetermined limited disturbances has 

been developed. The method uses a differential game model of a multistep dynamic 

process, does not require numerical integration of non-linear differential equations of 

motion, reduces the problem of control algorithms synthesis to solving a finite system of 

equations with regarding to the control parameters and disturbances, and allows an 

analytical solution of problem.  

The advanced and developed new methods for solving non-linear problems of 

optimal control are used for optimal algorithms synthesis of terminal, multicriteria and 

guaranteed-adaptive control of the launching of an aerospace system into orbit, takeoff 

with delivering into desired altitude and landing of an autonomous unmanned aerostatic 

aircraft. 

Keywords: optimal control, multistep processes, differential transformations, 

differential games, aerospace systems, aerostatic aircraft. 
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ВСТУП 

 

Реалізація науково-технічного потенціалу України в галузі створення 

перспективних зразків авіаційно-космічної техніки та широкий спектр завдань, що 

на них покладаються, потребують розв’язання низки задач щодо оптимізації 

траєкторного руху літальних апаратів (ЛА). Сучасні високопродуктивні 

малогабаритні бортові комп’ютери, бездротові телекомунікаційні системи та 

відповідне програмне забезпечення дозволяють успішно вирішити ці складні 

завдання.  

Як різновиди сучасних та перспективних ЛА у дисертації розглядаються 

автономні безпілотні літальні апарати (БЛА): багаторазові авіаційно-космічні 

системи (АКС) типу «повітряний старт» та аеростатичні літальні апарати (БАЛА).  

З теоретичної точки зору ці об’єкти керування, враховуючи зміну їх конструктивних 

параметрів (зміна мас, центрівок тощо), зміни режимів роботи двигунів та системи 

керування при виконанні цільових завдань, що пов’язані з виведенням у задані 

термінальні умови, можуть бути класифіковані як багаторежимні літальні апарати. 

Траєкторії їх руху є багатоетапними та складаються із декількох ділянок, всередині 

яких змінні вектору стану є неперервними, а на межах ділянок може відбуватися їх 

перервна зміна, не виходячи за межи прийнятих обмежень. В дисертаційній роботі 

під багатоетапним керуванням розуміється керування автономним безпілотним ЛА 

під час їх польоту за багатоетапною траєкторією з урахуванням змін характеристик 

та режимів роботи систем апарату на кожній ділянці польоту. 

Створення автономних безпілотних літальних апаратів для виконання ними 

специфічних задач (виведення корисного навантаження на орбіту, вирішення 

термінових задач моніторингу, нагляду, зв’язку у заданому районі тощо) диктує 

необхідність оперативного синтезу керування та траєкторій з метою забезпечення 

оптимального виведення у задані термінальні умови. Проблеми неперервної 

оптимізації багатоетапного процесу керування літальними апаратами у реальному 

масштабі часу визнані у світі такими, що є актуальними з наукової та практичної 

точок зору. Це пов’язано з тим, що високі вимоги до якості керування  
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обумовлюються обмеженістю енергоресурсів, необхідністю точного виконання 

кожного етапу польоту, від яких залежить ефективність їх застосування. Точний 

вихід у задані термінальні умови та подальше виконання поставлених завдань 

залежить, насамперед, від оптимізації керування та траєкторії у реальному масштабі 

часу. При цьому, вплив параметричних та зовнішніх збурень вимагає неперервної 

оптимізації траєкторії польоту у реальному часі на всіх етапах польоту.  

Питання оптимізації динамічних процесів із різними підходами до їх 

розв’язання розглядалися у працях Понтрягіна Л.С., Беллмана Р., Сейджа Е.П., 

Брайсона А., Кротова В.Ф., Красовського М.М., Гамкрелідзе Р.В., Болтянського 

В.Г., Лоудена Д.Ф., Лєтова А.М., Красовського А.А., Міхалевича В.С., Кунцевича 

В.М., Вороніна А.М., Зіатдінова Ю.К., Лисенка О.І. та багато інших. До сьогодні, 

задача оптимізації  багатоетапного траєкторного руху автономних безпілотних ЛА 

бортовими засобами повністю не розв’язана. Це пов’язано зі складністю проведення  

оперативного, в реальному масштабі часу, синтезу алгоритмів оптимальних 

багатоетапних процесів керування рухом ЛА, що описуються нелінійними 

диференціальними рівняннями, традиційними методами оптимізації. Виходячи з 

практичного застосування, більшість з цих методів базується на методах  

Понтрягіна Л.С., Беллмана Р., Красовського М.М., Красовського А.А. та їх 

модифікаціях. Математичні та обчислювальні труднощі їх використання для 

розв’язку нелінійних задач оптимального керування пов’язані з необхідністю 

численного інтегрування диференціальних рівнянь руху ЛА, розв’язком важко 

вирішуваної двоточкової крайової задачі або чисельним інтегруванням 

диференціальних рівнянь у часткових похідних. У зв’язку з цим розвиток методів 

розв’язання нелінійних задач оптимального термінального керування рухом 

літальних апаратів у реальному часі є актуальною науковою проблемою, що має 

важливе практичне значення для створення перспективних зразків авіаційно-

космічної техніки. 

Інше актуальне в науковому та практичному плані завдання полягає у 

розв’язанні задачі багатокритерійної оптимізації термінального керування 

багатоетапним рухом БЛА, що описується нелінійними диференціальними 
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рівняннями. Як відомо, процес  керування БЛА при виведенні у задані термінальні 

умови оцінюється багатьма критеріями, залежно від характеристик літального 

апарату, цільової задачі та функціонування систем апарата на окремих етапах 

польоту. Ці критерії часто суперечать один одному, поліпшення одного з них 

неминуче приводить до погіршення інших. Однак не можна нехтувати жодним з 

них, оскільки тільки у своїй сукупності вони дають повне уявлення про керований 

багатоетапний рух апарата. Тут необхідно розв’язувати нелінійну задачу 

оптимізації, що полягає у знаходженні оптимального компромісного розв’язку серед 

усіх критеріїв якості з урахуванням обмежень на область їх допустимих значень.  

Вплив параметричних та зовнішніх збурень потребує неперервної оптимізації у 

реальному часі керування та траєкторії польоту. Для розв’язання задач синтезу 

алгоритмів оптимального керування траєкторним рухом ЛА при дії збурень широке 

розповсюдження останнім часом отримали методи стохастичної оптимізації, теорії 

адаптивно-робастного керування, нейро-нечіткого керування тощо. Однак, 

застосування цих підходів ускладнено через відсутність статистичних 

характеристик випадкових збурень, потребує наявності апріорної інформації про 

збурювання або реалізує прогнозування динаміки системи без оцінювання діючих 

збурень, є занадто складним при реалізації в режимі реального часу та ще не 

знайшло широкого практичного застосування. Високій порядок нелінійних 

диференціальних рівнянь руху, зміна динамічних характеристик апарата, 

невизначеність стохастичних характеристик збурень, забезпечення гарантії 

виведення у задані термінальні умови є факторами об’єктивної складності, які 

ускладнюють рішення цієї проблеми бортовими засобами апарата у реальному часі. 

Для вирішення цієї проблеми постає актуальне та наукове завдання розробки 

гарантовано-адаптивних алгоритмів оптимального керування багатоетапним рухом 

БЛА, яке спроможне вирішити бортовими засобами апарата у реальному часі. 

Відомі також операційні методи розв’язання задач оптимального керування, що 

дозволяють шляхом переходу з області оригіналів в область зображень з відсутнім 

часовим аргументом звести складну задачу синтезу алгоритмів оптимального 

керування до більш простої задачі, яку можна досить легко розв’язати чисельними 
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методами. Серед таких методів відомий операційний метод диференціальних 

перетворень (МДП), основи якого розроблені Г.Є. Пуховим. Застосування цього 

методу до оптимізації керування динамічними об’єктами отримало розвиток у 

роботах Баранова В.Л., Уруського О.С., Засядько А.А., Симоняна С.О. та ін.  

Даний підхід має обмеження, властиві усім методам, які використовують ряд 

Тейлора, а саме: обмеження інтервалу, на якому розглядається задача, радіусом 

збіжності ряду Тейлора, та необхідність забезпечення потрібної точності розв’язку 

зменшенням інтервалу або збільшенням кількості дискрет. Крім цього, є й певні 

складності математичного та обчислювального характеру із знаходженням 

відображення нелінійних складових диференціальних рівнянь руху динамічних 

об’єктів. Усунення даних обмежень та складностей з метою забезпечення 

можливості використання диференціальних перетворень (ДП) для розв’язання 

нелінійних задач оптимізації багатоетапного траєкторного руху ЛА потребує 

подальшого розвитку математичного апарату диференціальних перетворень. 

Траєкторний рух БЛА при виведенні у задані термінальні умови описується 

нелінійними звичайними диференціальними рівняннями, використання яких для 

оптимізації руху бортовими обчислювальними засобами надто ускладнено 

внаслідок математичних та обчислювальних складностей розв’язання нелінійних 

задач оптимізації у реальному часі. Оптимізація за спрощеною моделлю приводить 

до квазіоптимального керування, що не дозволяє максимально реалізувати 

енергетичні можливості ЛА.  

Таким чином, розвиток теорії та методів розв’язання нелінійних задач 

оптимального керування рухом літальних апаратів та їх застосування для 

розв’язання задач оптимізації керування багатоетапним процесом виведення БЛА у 

задані термінальні умови є актуальною науковою проблемою, що має важливе 

практичне значення для створення перспективних зразків авіаційно-космічної 

техніки.  

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна 

робота відповідає основним науковим напрямкам розвитку науки і техніки України 

на період до 2021 року (відповідно до Закону України «Про пріоритетні напрями 
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інноваційної діяльності в Україні», постанова Кабінету міністрів України № 294 від 

12.03.2012р., № 980 від 18.10.2017р. «Про затвердження середньострокових 

пріоритетних напрямів інноваційної діяльності галузевого рівня на 2012-2016 та 

2017-2021 роки) та виконана відповідно до Загальнодержавної цільової науково-

технічної космічної програми України на 2013-2017 роки (завдання 5. «Створення 

космічних комплексів») та Стратегічного плану розвитку авіаційного транспорту 

України на період до 2020 року, затвердженого розпорядженням Кабінету Міністрів 

України від 20 жовтня 2010 року №2174-р. Робота відповідає планам НДР 

Міністерства освіти і науки України в рамках виконання науково-дослідних робіт: 

НДР №2020-п «Методи та системи керування бездротовими сенсорними мережами 

із мобільними сенсорами, телекомунікаційними наземними вузлами та 

аероплатформами у зоні надзвичайної ситуації» (номер державної реєстрації -  

№ 0117U004282); НДР № 50/07.01.05 «Методи оптимального керування складеними 

динамічними об’єктами» та є частиною досліджень, що проводяться на кафедрі 

комп’ютерних інформаційних технологій ФКН Навчально-наукового Інституту 

комп’ютерних інформаційних технологій Національного Авіаційного Університету і 

спрямовані на подальше удосконалення методів підвищення ефективності 

керування літальними апаратами.  

Мета і завдання дослідження. Метою дисертаційної роботи є розвиток 

методів розв’язання нелінійних задач оптимального керування рухом ЛА на основі 

диференціальних перетворень та їх застосування до оптимізації багатоетапного 

процесу виведення автономних БЛА у задані термінальні умови.  

Поставлена мета дисертаційного дослідження досягається розв’язанням 

наступних задач: 

1. Розвиток методу диференціальних перетворень для розв’язання нелінійних 

звичайних диференціальних рівнянь.  

2. Розвиток методу диференціальних перетворень для розв’язання крайових задач, 

що описуються нелінійними звичайними диференціальними рівняннями. 

3. Розробка методу дискретно-аналітичного відображення у дискретні моделі 

нелінійних задач термінального виведення ЛА. 
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4. Розробка методу оптимізації багатоетапного керування процесом 

термінального виведення ЛА. 

5. Розробка методу багатокритерійної оптимізації процесів багатоетапного 

виведення ЛА у задані термінальні умови. 

6. Розробка методу оптимізації гарантовано-адаптивного керування термінальним 

виведенням ЛА в умовах дії невизначених збурень. 

7. Дослідження шляхів практичного застосування розроблених методів 

оптимізації до оперативного синтезу алгоритмів оптимального багатоетапного 

керування виведенням АКС на орбіту та БАЛА у задані термінальні умови. 

Об’єктом дослідження є процес оптимального керування траєкторним рухом 

ЛА. 

Предметом дослідження є методи розв’язання нелінійних задач оптимального 

керування рухом ЛА на основі диференціальних перетворень. 

Методи дослідження. Проведені в роботі дослідження базуються на 

застосуванні математичного апарату диференціальних перетворень функцій та 

рівнянь, використанні методів теорії оптимального керування, диференціальних 

ігор, математичного моделювання та динаміки польоту літальних апаратів,.  

Наукова новизна отриманих результатів  

1. Розвинута наукова та методична база для забезпечення розв’язання 

нелінійних задач оптимального керування рухом ЛА на основі математичного 

апарату диференціальних перетворень. Зокрема, розвинуті та розроблені нові 

методи розв’язання нелінійних звичайних диференціальних рівнянь, нелінійних 

крайових задач та метод дискретно-аналітичного відображення в область зображень 

вихідної нелінійної математичної моделі руху ЛА. Відмінність полягає у підвищенні 

ефективності їх розв’язання завдяки відсутності необхідності чисельного 

інтегрування диференціальних рівнянь, можливості отримання розв’язку в 

аналітичній формі та підвищенні його точності, спрощенні використання 

диференціальних перетворень для оперативної оптимізації керованих процесів.  



26 

  

2. Уперше розроблено модифікований метод диференціальних перетворень   

для розв’язання класу задач, математичні моделі яких описуються нелінійними 

звичайними диференціальними рівняннями, завдяки сумісному використанню 

методу основних диференціальних перетворень, методу припасовування та 

застосуванні апроксимації нелінійних складових диференціальних рівнянь 

поліномами Адоміана. Метод відрізняється від відомого розширенням інтервалу 

розв’язку, спрощенням дискретно-аналітичного  відображення рівняння в область 

зображень та забезпечує зниження верхньої межі оцінки похибки в 
sp  раз,  

де p  - кількість підінтервалів, на які розбивається заданий інтервал розв’язку,  

s  - кількість врахованих дискрет диференціального спектра. 

3. Запропоновано метод розв’язання крайових задач, які описуються 

нелінійними звичайними диференціальними рівняннями. На відміну від відомого, 

метод ґрунтується на базі модифікованого методу диференціальних перетворень та 

дозволяє спростити обчислення диференціальних зображень складних нелінійностей 

задачі, розширити інтервал та підвищити точність розв’язку. 

4. Уперше розроблено метод дискретно-аналітичного відображення в область 

зображень вихідної нелінійної математичної моделі руху ЛА при виведенні у задані 

термінальні умови, що базується на застосування модифікованого методу 

диференціальних перетворень. Відмінність полягає у спрощенні побудови 

спектральної моделі траєкторного руху та приведенні її до вигляду, зручного для  

оптимізації багатоетапного керованого процесу.  

5. Отримав подальший розвиток метод диференціальних перетворень в області 

застосування до розв’язання нелінійних задач оптимального керування рухом ЛА. 

Зокрема, розвинуті та розроблені нові методи розв’язання нелінійних задач 

оптимального термінального, багатокритерійного та гарантовано-адаптивного 

керування. Відмінність полягає у використанні модифікованого методу 

диференціальних перетворень, спрощенні розв’язання нелінійних задач оптимізації 

керованих процесів, можливості отримання розв’язку в аналітичній формі та 

здійснювати оперативний синтез керування. 
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6. Розвинуто чисельно-аналітичний метод розв’язання нелінійних задач 

оптимізації термінального керування рухом ЛА. На відміну від відомих, метод 

ґрунтується на удосконаленому дискретно-аналітичному відображенню нелінійних 

вихідних математичних задач в область зображень, модифікованому методу 

диференціальних перетворень та враховує багатоетапність траєкторного руху. 

Метод виключає необхідність чисельного інтегрування нелінійних диференціальних 

рівнянь, дозволяє отримувати алгоритм керування в аналітичному вигляді, 

здійснювати оперативний синтез керування та проводити моделювання динамічного 

процесу у реальному часі.  

7. Уперше розроблено чисельно-аналітичний метод багатокритерійної 

оптимізації для розв’язання нелінійних задач синтезу оптимального багатоетапного 

керування рухом ЛА завдяки використанню удосконаленого дискретно-

аналітичного відображення задачі та модифікованого методу диференціальних 

перетворень, з використанням нелінійної схеми компромісів. На відміну від відомих 

розроблений метод дає можливість спростити процес знаходження розв’язку 

нелінійної багатокритерійної задачі оптимального керування та звести проблему 

векторної оптимізації до розв’язання скінченої системи нелінійних рівнянь відносно 

параметрів керування. 

8. Уперше розроблено метод оптимізації гарантовано-адаптивного 

багатоетапного керування рухом ЛА при виведенні у задані термінальні умови при 

впливі невизначених збурень завдяки застосуванню удосконаленого дискретно-

аналітичного відображення вихідної нелінійної математичної задачі в область 

зображень та модифікованого методу диференціальних перетворень. На відміну від 

відомих запропонований метод використовує диференціально-ігрову модель 

багатоетапного динамічного процесу, спрощує дискретно-аналітичне відображення 

вихідної математичної моделі в область зображень, не потребує чисельного 

інтегрування нелінійних диференціальних рівнянь, зводить проблему синтезу до 

розв’язання скінченої системи нелінійних рівнянь відносно параметрів керування та 

збурень та припускає аналітичний розв’язок задачі.   
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Практичне значення отриманих результатів 

1. Розвиток теорії та методів розв’язання нелінійних задач оптимального 

керування рухом ЛА на основі диференціальних перетворень дозволяють в 

реальному часі здійснювати оперативну оптимізацію керування та траєкторії руху і 

найбільш повно реалізувати максимально можливі льотні характеристики 

автономних БЛА. Теоретичні основи дисертаційної роботи доведено до рівня 

алгоритмів оптимізації керування конкретних БЛА на етапі їх виведення у задані 

термінальні умови, наслідком реалізації котрих є підвищення ефективності їх 

функціонування. 

2. Отримано алгоритм оптимального за витратою палива керування 

багатоетапним процесом виведення АКС на орбіту, що забезпечує приведення АКС 

в задані термінальні умови та досягнення наприкінці виведення максимальної 

швидкості. 

3. Синтезовано алгоритм оптимального керування рухом БАЛА, що дозволяє 

здійснити посадку БАЛА з досягненням мінімальної горизонтальної посадкової 

швидкості апарата. 

4. Сформовано алгоритм багатокритерійного оптимального керування 

багатоетапним процесом виведення АКС на орбіту, що забезпечує компромісний 

розв‘язок між термінальними похибками та тепловими навантаженнями на поверхні 

АКС. 

5. Отримано алгоритм багатокритерійного оптимального керування рухом 

БАЛА на режимі зльоту з виведенням на задану висоту, що дає змогу мінімізувати 

енергетичні витрати та досягти максимальної горизонтальної швидкості.  

6. Синтезовано гарантовано-адаптивний алгоритм керування процесом 

багатоетапного виведення АКС на орбіту, що володіє властивостями адаптації до дії 

збурень та забезпечує гарантію виведення в задані термінальні умови при дії 

обмежених збурень. 

7. Сформовано гарантовано-адаптивний алгоритм багатоетапного керування 

рухом БАЛА на режимі зльоту з виведенням на задану висоту, що володіє 
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властивостями адаптації до дії збурень та забезпечує гарантію виведення в задані 

термінальні умови при дії обмежених збурень.  

Теоретичні і практичні результати дисертаційної роботи впроваджено на 

підприємствах: НВП «Хартрон-Аркос», м. Харків, Інституту проблем 

матеріалознавства ім. І.М. Францевича НАН України, м. Київ, Національного 

центру управління та випробувань космічних засобів, м. Київ та у навчальний 

процес Національного технічного університету України «КПІ ім. Ігоря 

Сікорського», м. Київ при викладанні дисциплін «Спеціальні розділи сучасної теорії 

автоматичного керування» та «Системи керування літальних апаратів», а також 

Національного авіаційного університету, що підтверджено відповідними актами. 

Крім того, результати дисертаційної роботи можуть бути використані при розробці 

тактико-технічних вимог до систем керування автономних БЛА, синтезу алгоритмів 

їх функціонування та розрахунків оптимальних траєкторій. 

Особистий внесок здобувача. Основні положення та результати дисертації 

повною мірою висвітлені в опублікованих працях автора [1-48]. Усі результати, 

подані у дисертаційній роботі, здобувачем отримано особисто. У наукових працях, 

що опубліковано у співавторстві, автору належать: [1] – метод дискретно-

аналітичного відображення в область зображень вихідних нелінійних математичних 

моделей траєкторного руху ЛА на основі модифікованого методу диференціальних 

перетворень; [2] – модифікований метод диференціальних перетворень для 

розв’язання нелінійних диференціальних рівнянь, систем рівнянь та нелінійних 

крайових задач; [3] – оптимальне комбіноване керування автономним 

аеростатичним літальним апаратом на етапі зльоту; [8] - модифікований метод 

диференціальних перетворень; [9] – метод  оптимізації керування рухом БАЛА на 

етапі зльоту з підняттям на задану висоту; [10] – дослідження ефективності 

оптимізації керування БАЛА на етапі зльоту; [11] - математична постановка та 

метод синтезу алгоритмів багатоетапного керування виведенням авіаційно-

космічної системи  на орбіту на базі диференціальних перетворень; [15] – метод 

синтезу гарантовано-адаптивного алгоритму керування процесом виведення АКС на 

орбіту в умовах дії невизначених  збурень; [16] - гарантовано-адаптивний алгоритм 
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керування багатоетапним траєкторним рухом БАЛА при виведенні на задану висоту 

в умовах дії невизначених збурень; [18] – метод синтезу оптимального алгоритму 

керування багатоетапним процесом виведення АКС на орбіту, алгоритм в 

аналітичному вигляді; [19] – модель оптимізації багатоетапного процесу керування; 

[20] – розв’язання задачі багатокритерійної оптимізації багатоетапного руху БАЛА; 

[22] – метод розв’язання нелінійних крайових задач  на базі модифікованого методу 

диференціальних перетворень; [24] - оцінка зверху точності наближеного розв’язку 

нелінійних крайових задач багатоетапним методом диференціальних перетворень;  

[27] - математична постановка задачі, метод синтезу та алгоритм  оптимального 

керування посадкою дирижабля; [28] – метод синтезу та алгоритм гарантовано-

адаптивного керування багатоетапним траєкторним рухом БАЛА в умовах дії 

невизначених збурень; [29] - метод багатокритерійної оптимізації процесу 

керування виведенням транспортно-космічної системи з наносупутниками на 

орбіту; [30] – метод синтезу та алгоритм оптимального багатоетапного керування 

АЛА на основі диференціально-ігрового підходу; [31] - синтез алгоритму 

термінального керування дирижаблем на етапі зльоту; [32] – проект системи 

керування напівм'яким дирижаблем, що базується на автоматичному керуванні 

відхиленням вектору тяги; [33] – синтез та дослідження оптимального процесу 

керування рухом дирижабля з використанням зміщених диференціальних 

перетворень; [34] - аналіз можливості повітряного старту ракет-

носіїв з аеростатичних платформ; [36] – дослідження  термінального керування 

динамічним об’єктом з використанням модифікованого методу 

диференціальних перетворень; [38] - комбінований алгоритм керування виведенням 

АКС на орбіту; [40] – метод багатокритерійної оптимізації керування виведенням 

транспортно-космічної системи на орбіту; [45] – алгоритм багатокритерійної 

оптимізації процесу керування виведенням АКС з наносупутниками на 

навколоземну орбіту; [46] – розділи монографії: аеростатика, стійкість та 

керованість, пілотування, рівняння руху аеростатичних літальних апаратів; розробка 

спектральної моделі динаміки польоту дирижабля, проведення математичного 

моделювання руху дирижабля з керованим вектором тяги;  [47] -  розділи 
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навчального посібнику – елементи теорії диференціальних перетворень (пп.1.5-1.7), 

спектральні моделі руху літальних апаратів (пп. 3.1-3.3), синтез оптимальних 

алгоритмів керування рухом літальних апаратів (пп. 4,3,4.4), керування рухом 

літальних апаратів (пп.5.2-5.4); [48] - розділи навчального посібнику - основи 

аеростатики дирижаблю (пп. 1.1-1.3), стійкість та керованість (пп. 3.1,3.3-3.5), 

динаміка керованого польоту дирижаблю (пп. 4.2-4.4). 

Апробація результатів роботи. Основні положення та результати 

дисертаційної роботи доповідались та обговорювалися на міжнародних і 

вітчизняних науково-практичних конференціях: ІХ міжнародна науково-практична 

конференція «АВІА-2009» (м. Київ, 2009); ХІV, ХV міжнародна молодіжна науково-

практична конференція “Людина і космос” (м. Дніпропетровськ, 2012, 2013); 7th 

International airship convention (Friedchshafen, Germany, 2008); Международная 

научно-практическая конференция «Современные проблемы и пути их решения в 

науке, транспорте, производстве и образовании» (г. Одеса, 2009), Международная 

научно-практическая конференция «Современные направления теоретических и 

прикладных исследований» (г. Одеса, 2010); 12, 13, 14-а Українська конференція з 

космічних досліджень (м. Євпаторія, 2012, 2013, 2014), Міжнародна наукова 

конференція «Інтелектуальні системи прийняття рішень та проблеми 

обчислювального інтелекту» (м. Євпаторія, 2010, 2012, 2014); VІІ міжнародна 

конференція «Матеріали і покриття в екстремальних умовах: дослідження, 

застосування, екологічно чисті технології виробництва та утилізації виробів» (м. 

Кацівелі, 2012); ІІ міжнародна науково-практична конференція «Актуальні 

проблеми моделювання ризиків і загроз виникнення надзвичайних ситуацій на 

об’єктах критичної інфраструктури» (м. Київ, 2016); 4th International Conference on 

Methods and Systems of Navigation and Motion Control (Kyiv, 2016), 4th International 

Conference “Actual Problems of Unmanned Aerial Vehicles Development” (Kyiv, 2017). 

Публікації. Основні положення та наукові результати дисертації опубліковано 

у 48 наукових працях, з яких: 4 - у закордонних наукових виданнях, 24 ˗ у наукових 

фахових виданнях (у т.ч. 11 – одноосібних, 4 - у наукових фахових виданнях, які 

входять до переліку ВАК України, 20 ˗ у фахових наукових виданнях, які включені 



32 

  

до міжнародних наукометричних баз даних), 1 ˗ монографія, 2 ˗ учбових посібники 

та 17 ˗ у збірниках матеріалів і праць міжнародних конференцій (у т.ч. 2 ˗ у 

виданнях, що входять до наукометричної бази  Scopus).   

Структура і обсяг роботи. Дисертація складається із вступу, шести розділів, 

висновків, списку використаних джерел (293 найменувань, у т.ч. 202 кирилицею та 

91 латиницею), додатків, містить 11 таблиць та 24 рисунків. Основний текст роботи 

викладено на 297 сторінках. Загальний обсяг роботи становить 342 сторінок.  
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РОЗДІЛ 1  

АНАЛІЗ СУЧАСНОГО СТАНУ МЕТОДІВ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ 

ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО ТЕРМІНАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ  РУХОМ ЛА 

 

1.1.  Особливості задач оптимального термінального керування рухом ЛА 

 

Розвиток авіаційної, ракетно-космічної та повітроплавної техніки, розробка 

перспективних технологій її застосування, а також наявність специфічних задач, 

пов’язаних з виведенням ЛА у задані термінальні умови, ставлять нові проблеми у 

галузі керування траєкторним рухом автономними безпілотними ЛА різних класів 

та призначення. Особливостями керування рухом безпілотних літальних апаратів є 

багаторежимність руху та багатоканальність керування, наявність різноманітних 

обмежень на керування, режими руху, фазові координати, а також забезпечення 

достатньо високих вимог до точності виконання заданих кінцевих умов.  

Ці апарати відносяться до класу багаторежимних літальних апаратів з 

характеристиками, які змінюються під час функціонування.  

Для всіх режимів польоту БЛА необхідно розв’язувати задачі формування та 

реалізації багатоетапного керування з урахуванням виникаючих в польоті зовнішніх 

та внутрішніх збурень з невизначеними статистичними характеристиками. 

Проблема керування траєкторним рухом ЛА є однією з актуальних та до кінця 

не досліджених проблем динаміки та керування. Труднощі її розв’язання пов’язані з 

їх можливостями, реалізація яких багато в чому залежить від систем керування, 

функціонуючих в умовах дії збурень за чисельних й різноманітних обмежень. 

Існуючі методи синтезу та алгоритми автоматичного керування не дають змоги у 

повній мірі ефективно реалізовувати льотні можливості ЛА. Їх застосування до 

розв’язання траєкторних задач призводить до появи ускладнень або неможливості 

формування програмного (номінального) керування з урахуванням низки важливих 

обмежень. Під час командного керування при дії апріорно невизначених збурень або 

при виникненні позаштатної ситуації ці методи є малоефективними через 

недостатню універсальність.  



34 

  

Розв’язання проблеми керування ЛА включає дослідження різноманітних 

підходів до обрання методів синтезу алгоритмів траєкторного керування. 

Удосконалення наземних та бортових обчислювальних систем дає змогу 

застосовувати при розв’язанні задач керування траєкторіями ЛА універсальні 

чисельні методи, на основі яких можлива розробка ефективних алгоритмів 

формування керування багатоетапними траєкторіями ЛА. 

Алгоритмічна ієрархія, структурування та програмне забезпечення систем 

автоматичного керування багаторежимним ЛА мають свої особливості. Зазначене 

визначає необхідність подальшого розвитку теоретичних та прикладних розробок з 

керування ЛА, а також їх модернізацію завдяки застосуванню нестандартних 

методів розв’язання окремих задач та проблеми в цілому. 

Більш широке використання можливостей БЛА забезпечує розв’язання задачі 

формування керування їх рухом як задачі оптимізації. При цьому, критеріями  

оптимальності можуть бути тривалість маневру, маса корисного навантаження, 

кінцеві значення фазових координат та параметрів траєкторії, пов’язаних з 

режимами руху тощо. Особливе місце серед таких задач займають задачі 

оптимального термінального керування, які полягають у приведенні БЛА з 

необхідною точністю та якістю у кінцевий (термінальний стан) із заданими 

значеннями параметрів руху. При цьому, повинні виконуватися різні цільові 

обмеження, які покладаються на параметри руху та керування. До таких задач 

відносяться: виведення ракет-носіїв (РН) космічного призначення або АКС з 

космічним апаратом на задану орбіту, наведення ракети в задану точку, посадка 

спускаємого апарату, дозаправка літака у повітрі, посадка літака в задану точку 

злітно-посадкової смуги або виведення літака в задану точку простору для 

виконання спеціальних задач, зліт безпілотного АЛА з виведенням на задану висоту, 

посадка безпілотного АЛА із забезпеченням мінімальної посадкової швидкості.  

У даній дисертації, як об’єкти керування, в межах широкого класу 

багаторежимних ЛА, розглядаються: високошвидкісний БЛА - АКС на етапі 

виведення на задану орбіту та низькошвидкісний БРЛА - безпілотний АЛА на 

етапах зльоту з підняттям на задану висоту та посадки. 
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1.1.1. Траєкторії виведення АКС на орбіту 

 

Одними з найбільш перспективних транспортних засобів доставки вантажів у 

космос вважають АКС, які дають змогу не тільки істотно зменшити експлуатаційні 

витрати, забезпечити високу оперативність, надійність та безпеку, але також 

усувають, хоча й частково, два основних недоліки «класичних» РН: одноразовість і 

необхідність складної інфраструктури (стартових комплексів, відчужених районів 

падіння відокремлюючих частин РН тощо). 

В АКС, які зараз експлуатуються (“Пегас“, США), та проектах АКС України 

(“Світязь“, “Оріль“, “Спейс-Кліпер“), США (“SpaceshipOne”, SpaceshipTwo”, 

‘Stratolaunch Systems”, “ALSV”), Росії (“МАКС“, “Аэрокосмос“, “Воздушный 

старт“), Німеччини (“Зінгер“, “Діана“, DSL), Японії (“ALV”, “WHAL”), Англії 

(“Хотол”) та інших країн особлива увага приділяється розробці двоступінчастих 

АКС горизонтального старту, які використовують як першу ступінь дозвуковий або 

гіперзвуковий літак-носій (ЛН) для забезпечення необхідних параметрів польоту, за 

яких орбітальна ступінь (ОС), що стартує з ЛН, виводить на орбіту необхідне 

корисне навантаження [1].  

Можливість використання аеростатичних платформ для повітряного старту 

ракет-носіїв розглядається порівняно нещодавно. Незважаючи на те, що, за оцінками 

фахівців, вартість пуску ракети-носія з аеростатичної платформи не набагато 

дешевше пуску з літака-носія, вони є більш екологічними. Цей аргумент у 

майбутньому може стати визначальним фактором [2,3]. 

Реалізація науково-технічного та промислового потенціалу, що наявний в 

Україні в галузі авіаційної (унікальні транспортні літаки Ан-124 та Ан-225) та 

ракетно-космічної техніки (багаторічний досвід створення, виготовлення та 

експлуатації космічних та бойових ракетних комплексів), забезпечення незалежного 

та надійного виходу в космос в національних інтересах й на світовий ринок 

космічних комерційних послуг за відсутності власного космодрому, а також 

врахування динаміки розвитку ринку космічних послуг та світових тенденцій до 

зменшення вартості виведення вантажів у космос актуалізують необхідність 
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створення в Україні двоступінчастої АКС горизонтального старту [4]. Враховуючи 

важливість та перспективність даного напрямку для України, як космічної держави, 

пророблення питань створення АКС розглядалося у рамках  пріоритетних задач 

Загальнодержавної цільової науково-технічної космічної програми України на 2013-

2017 роки (завдання 5 «Створення космічних комплексів»), Затверджена Законом 

України №439-VII від 05.09.2013.  

Однією з найскладніших і актуальних у науковому та практичному відношенні 

проблем, що виникають при створенні АКС, є розробка високоточної та надійної 

системи керування польотом. Найбільш відповідальним етапом польоту АКС є етап 

виведення орбітального ступеня АКС на орбіту після його відокремлення від ЛН.  

Розглянемо багатоетапну траєкторію руху АКС «Пегас», що експлуатується 

сьогодні  в США, при виведенні на орбіту висотою Н = 740 км [1]. РН «Пегас» з 

корисним навантаженням підвішується під фюзеляжем літака «Локхід L-1011». Під 

час польоту з пульта керування літаком вводяться польотні дані до системи 

наведення РН. Відділення ракети від літака відбувається на висоті 12,2 км за 

швидкості, що відповідає М = 0,8 (244 м/с). Протягом 5 с вона здійснює вільне 

падіння, і на відстані приблизно 100 м нижче літака вмикаються двигуни першого 

ступеня. Після їх запуску ОС здійснює політ із поступовим зменшенням кута 

тангажа з тим, щоб на момент досягнення швидкості, що відповідає  0,9 М, 

програмний кут атаки дорівнював нулеві. Після досягнення швидкості V ≥ 1,2 М 

органи керування поступово збільшують програмний кут тангажа з тим, щоб на 

момент завершення роботи двигуневої установки 1-го ступеня ОС досягла висоти, 

необхідної для запуску двигунів 2-го ступеня. За 2…3 секунди до розділення 1-го та 

2-го ступенів ОС функції керування передаються носовим кермам, що дає змогу 

забезпечити неперервне керування на ділянці розділення. До моменту завершення 

його роботи (t = 76 с) ракета досягає висоти 59,6 км та швидкості М = 7,9, після чого 

здійснюється розділення 1-го та 2-го ступеня. До запуску двигунів другого ступеня 

політ ракети продовжується під керуванням газоструминної реактивної системи. 

Запуск двигунів другого ступеня відбувається на 95,3 с польоту на висоті 87,5 км. 

На 112 с польоту на висоті 112 км та швидкості 2,77 км/с відбувається скидання 
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обтічника корисного навантаження. Після завершення роботи двигунів другого 

ступеня та розділення 2-го та 3-го ступенів йде балістична фаза польоту тривалістю 

478 с, наприкінці якої носій виходить на висоту 740 км за швидкості 4,56 км/с та 

запускаються двигуни 3-го ступеня. Робота двигунів припинається на 660 с, 

відокремлюється та виводиться на задану орбіту космічний апарат (Рис. 1.1).     

 

 

Рис. 1.1. Багатоетапна траєкторія  виведення АКС «Пегас» на орбіту 

 

Таким чином, процес виведення АКС на орбіту є багатоетапним та 

характеризується різними режимами роботи двигуневої установки ОС та значними 

змінами маси ОС в моменти відокремлення його ступенів та скидання головного 

обтічника. Особливістю даного процесу є те, що на усіх етапах виведення політ ОС 

відбувається з працюючими двигунами, які забезпечують розгін ОС та досягнення 

ним заданих параметрів руху наприкінці кожного етапу виведення. При цьому, на 

кожному етапі польоту необхідно враховувати можливість виникнення особливих 

ситуацій, які можуть бути викликані відмовами маршових двигунів ОС. Іншою 

особливістю є наявність обмежень на припустиму сумарну піднімальну силу, 

швидкісний напір та припустиме максимальне поздовжнє перевантаження. 

Необхідно також підтримувати наскільки можливо малими теплові та аеродинамічні 

навантаження. Найбільш жорсткими є вимоги до точності приведення АКС у задані 

термінальні умови в момент закінчення активної ділянки польоту з урахуванням 

обмеженого запасу палива. Дана точність у значній мірі впливає на точність виходу 
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на задану орбіту.  Ці особливості обумовлюють високі вимоги до якості системи 

керування ОС, яка повинна враховувати дію збурень навколишнього середовища, 

зміну параметрів АКС, шумів у вимірювальних трактах, виникнення аварійних та 

позаштатних ситуацій.  

 

1.1.2. Траєкторії БАЛА на етапах зльоту та посадки 

 

Особливістю сучасного етапу розвитку БАЛА є прагнення в багатьох країнах 

світу до створення безпілотних, у тому числі автономних, БАЛА на базі дирижаблів 

для розв’язання задач: а) проведення багатофункціонального нагляду за наземними, 

морськими та повітряними цілями, б) контролю повітряного простору на великій 

відстані, радіолокаційне виявлення маловисотних цілей, в) моніторингу 

екологічного стану навколишнього середовища (оцінка міри забруднення атмосфери 

промислових зон, акваторій портів, зон із підвищеною радіацією тощо),  

г) оперативного контролю за станом нафтопроводів, газопроводів, будівель, споруд, 

мостів, швидкісних доріг, д) прогнозу та нагляду за природними явищами (урагани, 

лісові пожежі, снігові лавини, виверження вулканів тощо), е) телекомунікацій та 

зв’язку тощо.  

Основними причинами цього, незважаючи на програш традиційним ЛА у 

швидкості, є низка переваг цього виду транспорту над апаратами важче повітря, а 

саме: 

• Можливість тривалого неперервного функціонування. 

• Безпека за відмови двигунів та системи керування. 

• Відсутність необхідності в аеродромах із злітно-посадковими смугами. 

• Значна вантажопід’ємність. 

• Можливість функціонування в умовах, що не допускають наявності пілотів на 

борту апарата. 

• Незначний вплив на навколишнє середовище. 

• Значно менша вартість створення та експлуатації. 
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Сьогодні у багатьох країнах світу ведуться розробки проектів дирижаблів, у 

тому числі з автоматичною системою керування для забезпечення руху уздовж 

заданої траєкторії: «LEMV», “Blue Devil 2“ (США), Karma (Франція), «AURORA» 

(Франція, Португалія, Бразилія), «KARI» (Корея), “Стерх”,  “Сокол”  (Росія) тощо 

[5-9]. Існує також можливість застосування концепції зменшеної статичної стійкості 

під час проектування дирижаблю, що приводить до поліпшення льотних 

характеристик апарату, однак потребує наявності  автоматичної системи керування 

[10]. 

Режими злету та посадки є найбільш аварійними та складними при керуванні 

БАЛА через недостатню ефективність його аеродинамічного керування на малих 

швидкостях польоту, коли аеродинамічні керма та поверхні є практично не 

ефективними. Ці режими також характеризуються істотною зміною аеродинамічних 

характеристик дирижабля при русі поблизу землі та сильним впливом вітрових 

збурень тощо. Для вирішення цієї проблеми на АЛА останнього покоління, у тому 

числі на безпілотних АЛА, використовують поворотні гвинти, або їх реверсивні 

варіанти, тобто силові установки з керованим вектором тяги.  

Найскладніша задача у науковому та практичному відношенні при створенні 

безпілотних АЛА полягає у розробці системи автоматичного керування польотом, 

яка повинна забезпечити незалежний та точний політ за заданою траєкторією, у 

тому числі  оперативне виведення апарата за короткий час на задану висоту за 

мінімального втручання людини (екстрена передислокація або екстрений зліт/ 

посадка тощо). 

Задача керування БАЛА на режимах злету/посадки полягає у наступному.  

На режимі злету – організація руху з точки злету з підняттям на задану висоту 

вздовж програмної траєкторії з придушенням зовнішніх та параметричних збурень і 

досягненням наприкінці етапу заданої швидкості та висоти. На режимі посадки – 

організація руху вздовж програмної траєкторії посадки з придушенням зовнішніх та 

параметричних збурень і досягненням наприкінці етапу мінімальної посадкової 

швидкості.  
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В роботах [11,12] проведено дослідження злету та посадки дирижабля з 

керованим вектором тяги. Показано, що на режимі злету доцільне таке багатоетапне 

керування вектором тяги, за яким дирижабль здійснює практично вертикальний зліт 

з наступним переходом до крейсерського польоту. У цьому випадку, вектор тяги 

першочергово відхиляється на 90 для здійснення вертикального злету та потім 

відхиляється вперед на перехідному режимі для забезпечення необхідної 

крейсерської швидкості. Цим досягається короткий пробіг по землі або злет без 

пробігу. На рис. 1.2 показана траєкторія злету дирижабля при здійсненні такої 

програми зміни вектора тяги порівняно із звичайним злетом. Необхідно також 

враховувати, що частина вертикальної складової вектора тяги використовується для 

компенсації перевантаження апарата. 
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Рис. 1.2. Траєкторія злету дирижабля 

 

Багатоетапне керування вектором тяги дає змогу здійснювати маневрування 

дирижабля також на етапі заходу на посадку, зниження, а також досягати крутих або 

пологих траєкторій польоту при приземленні. Типова траєкторія посадки показана 

на рис. 1.3. 

Таким чином, особливість процесу керування рухом БАЛА на злетно-

посадкових режимах полягає у тому, що рух апарата на цих етапах польоту є 

багатоетапним та характеризується різними режимами керування вектором тяги 

двигунів залежно від поставленої задачі. При цьому, необхідно також враховувати  

можливі зміни траєкторії польоту при подаланні перешкод на землі, практично 

стрибкоподібною зміною маси апарата під час скидання баласту (у випадку 
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екстренного зльоту), можливою відмовою двигунів, істотного впливу вітрових та 

параметричних збурень при русі поблизу поверхні землі.  
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Рис. 1.3. Траєкторія посадки дирижабля 

 

Іншою особливістю багатоетапного руху БАЛА є наявність обмежень на 

параметри руху під час виконання злету та посадки. Так, відповідно до критеріїв 

льотної придатності для дирижаблів [13-15], для кожного типу АЛА повинна бути 

визначена необхідна злітна дистанція для здійснення злету та набору висоти над 

перешкодою висотою 15,2 м. При досягненні цієї висоти дирижабль повинен 

розвити необхідну швидкість набору висоти. Керування за висотою та піднімальною 

силою здійснюється завдяки зміні кута тангажа або кута відхилення вектора тяги 

двигунів. Безпосередньо посадка АЛА починяється з висоти 15,2 м над посадковою 

поверхнею, при досягнені якої АЛА має досягти рекомендовану вертикальну 

швидкість зниження, а у момент торкання посадковим шасі землі АЛА повинен 

мати мінімальні горизонтальну посадкову швидкість та вертикальну швидкість 

зниження. На процес посадки АЛА можуть впливати багато факторів, таких як: 

доступне місце для посадки, наявність перешкод, швидість вітру, статична 

перевантаженість апарата, швидкість зниження та посадкова швидкість, 

використання вектора тяги, що відхиляється тощо. Багато з цих факторів можуть 

впливати один на одний і тим самим збільшувати або зменшувати час посадки. Це 

призводить до необхідності автоматизації режимів злету та посадки із 

забезпеченням належного рівня надійності, безпеки та якості керування.  
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1.2. Задача та принципи термінального керування 

 

Задачі виведення АКС на орбіту та БАЛА на задану висоту є задачами 

термінального керування [16,17], основна вимога яких полягає у приведенні з 

максимальною точністю об’єкта у заданий кінцевий стан за обмежений час за 

номінальних умов польоту з урахуванням наявних ресурсів та запасів палива, а 

також задоволення різним обмеженням, які покладаються на параметри руху та 

керування об’єкта. 

Найкраще використання функціональних можливостей БЛА забезпечує 

розв’язання задачі формування керування рухом як задачі оптимізації. Це дозволяє 

також оперативно виконувати поставлене завдання, сприяє підвищенню надійності 

польоту внаслідок збільшення стійкості алгоритмів виведення до зовнішніх збурень. 

Оптимальна програма може бути сформована шляхом розв’язання відповідної 

варіаційної задачі. Розв’язання цієї задачі у реальному часі на борту ЛА потребує 

значного об’єму обчислень. Незважаючи на те, що сучасні інтелектуальні технології 

дають змогу реалізовувати на борту алгоритми керування, які базуються на 

використанні складних математичних моделей великої розмірності, на практиці це, 

як правило, не забезпечує суворо оптимального керування ЛА. Це пов’язано з тим, 

що припущення, які вимушені приймати в математичних моделях, а також 

методичні похибки під час інтегрування рівнянь руху, фактично можуть звести на 

нівець усі зусилля з оптимізації керування. Алгоритмічна ієрархія, структурування 

та програмне забезпечення системи автоматичного керування багаторежимного ЛА 

мають свої особливості. Зазначені фактори визначають необхідність подальшого 

розвитку теоретичних та практичних напрацювань з керування багаторежимними 

ЛА, у тому числі з розвитку нових підходів до розв’язання задачі оптимізації 

багатоетапного керування траєкторіями ЛА. 

З метою уникнення обчислювальних труднощів, синтез системи керування ЛА 

традиційно здійснюється у два етапи [18]. На першому етапі формується номінальне 

оптимальне керування та відповідна оптимальна програмна траєкторія руху, які 

можуть бути визначені до польоту. Відповідна задача розв’язується з умови 
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мінімуму критерію оптимальності, яким можуть бути кінцеві значення часу 

маневра, маси апарата, фазових координат та їх відхилення від потрібних значень, а 

також параметри траєкторії, що пов’язані з режимами руху, та виконання заданих 

обмежень при досягнені заданого кінцевого стану з необхідною точністю.  

На другому етапі формується командне керування шляхом розв’язання задачі 

синтезу системи керування зі зворотним зв’язком, що реалізує рух ЛА до кінцевого 

стану при впливі зовнішних та параметрічних збурень. Сформована на першому 

етапі номінальна оптимальна програма керування використовується для побудови 

алгоритмів керування на борту ЛА. Алгоритм керування збуреним рухом 

знаходиться з умов мінімуму термінального критерію – відхилення термінальних 

умов від потрібних значень, до якого для покращення стійкості може додаватися 

складова критерію, що характеризує якість керування. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій показує, що на сучасном етапі 

система керування ЛА будується на базі двох класичних принципів термінального 

керування – принципів «жорстких» та «гнучких» траєкторій [19,20].  

Принцип «жорстких» траєкторій реалізує програмно-позиційну стратегію 

керування, відповідає відомій конценпції «незбуреного-збуреного руху» Ляпунова-

Лєтова та полягає у стабілізації наперед розрахованої «жорсткої» програмної 

(номінальної) траєкторії руху ( )tx* , що забезпечує досягнення термінальної цілі 

керування за «ідеальних умов» руху.  Тут алгоритм керування ( )tu  складається з 

програмної складової )(* tu , що реалізує необхідний незбурений рух ( )tx* , та 

стабілізуючої складової )(tu : 

),()()(

),()()(

*

*

txtxtx

tututu

+=

+=
 

де )(tx - відхилення фактичної траєкторії )(tx  від потрібної )(* tx , що викликане дією 

неконтролюємих збурюючих факторів. Даний принцип був основним у колишніх 

аналогових систем керування та «утримував» ЛА в околі  номінальної траєкторії, 

всередині так званої «трубки» збурених траєкторій (рис.1.4). Цим вдавалося 

гарантувати виконання термінальних умов руху.  
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Рис.1.4. Схема траєкторного руху ЛА в атмосфері з відслідковуванням  

номінальної траєкторії 

 

Аналіз стратегій керування на базі концепції «незбуреного-збуреного руху» 

показує, що побудова системи керування на основі принципу «жорстких» траєкторій 

виправдана лише за малих відхилень збуреної траєкторії від номінальної та є 

нераціональним при значних збурень, що характерні для траєкторного руху ЛА в 

атмосфері, тобто як при виведенні АКС на орбіту, так й злетно-посадкових режимах 

БАЛА.  

Сьогодні використання бортової цифрової обчислювальної машини зі значними 

логічними та обчислювальними можливостями дає змогу реалізувати більш 

ефективні та раціональні алгоритми наведення з використанням принципу 

«гнучких» траєкторій. 

Принцип «гнучких» траєкторій реалізує чисто програмну стратегію керування 

та полягає у реалізації «гнучкої» програмної траєкторії, що постійно поновлюється 

(багатократно перераховується) із заданою періодичністю під час руху, яка 

забезпечує виконання заданоі термінальної цілі керування у «реальних умовах» із 

стану, що відповідає моменту її оновлення.  

Згідно термінології М.М. Моїсеєва спосіб керування за принципом «жорстких» 

траєкторій називається корекцією за заданою програмою, а спосіб керування за 

принципом «гнучких» траєкторій – корекцією за кінцевим станом. 
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Суть принципу «гнучких» траєкторій полягає у відмові від прив’язки 

керованого руху до заздалегідь запланованої (номінальної) траєкторії та 

формуванні, за необхідності, більш вигідних траєкторій руху до цільового стану, 

виходячи з фактичних умов руху.  

Можливі наступні три способи реалізації цього принципу [19]: 

1. Процес керування розбивається на часові цикли, на кожному з яких 

розраховується бажана траєкторія руху, виходячи з вимірювальної інформації 

щодо фактичного стану об’єкта на початку цього циклу з урахуванням 

термінальних умов. Під час циклу, розрахункова (планова) траєкторія 

стабілізується.  

2. Перехід на нову планову траєкторію здійснюється за наявності збурень 

розрахункової траєкторії, що перевищують заданий поріг. 

3. Планування траєкторії здійснюється для кожного стану об’єкта. Цей спосіб 

можна інтерпретувати як принцип «розморожування» початкових умов. Суть 

цього принципу полягає у побудові алгоритму керування для фіксованих 

початкового моменту часу 0t  та початкового стану 00)( xtx = : 

),,( 00 xthu =  

та у подальшому – у заміні початкових умов поточними: 

)].(,[)( txthtu =  

«Гнучкі» траєкторії дають змогу задовольнити задані вимоги та обмеження без 

повернення ЛА на номінальну траєкторію польоту. Якщо під дією збурень ЛА 

відхилився від номінальної траєкторії, але опинився на іншій, яка задовольняє 

заданим термінальним умовам та прийнятим обмеженням, то немає необхідності 

повертати ЛА на номінальну траєкторію і можна продовжувати керування за 

поточною траєкторією. Якщо ж збурена траєкторія не задовольняє термінальним 

умовам та прийнятим обмеженням, то енергетично вигідніше перевести ЛА на 

найближчу траєкторію, що задовольняє цим вимогам, ніж виконувати повернення її 

на номінальну траєкторію (рис.1.5).  
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Рис.1.5. Схема траєкторного руху ЛА в атмосфері з термінальним керуванням 

 

Стратегія керування за допомогою «гнучких» траєкторій широко 

використовується при керуванні траєкторіями балистичних ракет, космічних ракет-

носіїв, літаків [20]. Ця стратегія, у подальшому, буде застосовуваться при синтезі 

систем оптимального керування багаторежимними ЛА: під час виведення АКС на 

орбіту та злету АЛА з виведенням на задану висоту або посадки. 

Така гнучкість наведення, безумовно, підвищує вимоги до системи керування, 

так як необхідно спочатку розв’язати навігаційну задачу з визначення вектора стану 

ЛА (включаючи координати, компоненти швидкості та кутову орієнтацію), а потім 

обрати параметри алгоритму наведення, які забезпечують виконання необхідних 

термінальних умов. Для цього необхідний прогноз частини траєкторії, що 

залишилася та розв’язання двокрапкової крайової задачі.  

Існують три способи прогнозу траєкторії руху, що залишилася [19]. Перший 

спосіб передбачає використання кінцевих функцій (інтегралів спрощених рівнянь 

руху) для прогнозу траєкторії, що залишилася. Параметри інтегралів звичайно 

відповідають номінальній траєкторії руху. Використання кінцевих функцій знижує 

вимоги до бортової цифрової обчислювальної машини (БЦОМ) та дає змогу 

скоротити час розрахунків. Точність прогнозованої траекторії залежить від її 

близькості до номінальної траєкторії. Цей факт знижує гнучкість алгоритму 

виведення. 
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Другий спосіб засновано на чисельному прогнозі траєкторії, що залишилася. 

Цей спосіб збільшує вимоги до швидкодії БЦОМ, але є більш гнучким, так як не 

залежить від номінальної траєкторії. Для чисельного прогнозу необхідне знання 

закону опорного керування. Раціональна структура закону керування повинна 

встановлюватися на стадії розробки алгоритму виведення, часто за допомогою 

аналізу спрощеної модельної задачі. 

Третій спосіб є комбінацією аналітичного та чисельного прогнозу траєкторії, 

що залишилася. Одна частина може обчислюватися чисельно, а друга частина – за 

допомогою аналітичних формул. Цей змішаний спосіб є компромісом між точністю 

траєкторії, що прогнозується та вимог до БЦОМ. 

Усі задані обмеження на параметри руху ЛА (наприклад, за перевантаженням, 

кутом орієнтації, нагрівання поверхні тощо) повинні бути враховані в прогнозі 

траєкторії, що залишилася. 

 

1.3. Порівняльний аналіз методів термінального керування АКС 

 

На сьогодні розроблено низку стратегій термінального керування ЛА при 

виведенні в задану точку простору та відповідних методів синтезу, що уникають 

прямих методів розв’язання варіаційних задач у реальному масштабі часу, у тому 

числі методи адаптивного, оптимального, гарантовано-адаптивного, 

багатокритерійного, робастного, інтелектуального керування, теорії систем зі 

зміною структурою тощо. Результати, які отримані в межах вказаних напрямків для 

АКС, подано, головним чином, у спеціальній літературі та мало відомі широкому 

колу спеціалістів. До достатньо близьких до проблеми керування на різних режимах 

польоту можна віднести розв’язки, які розглядалися під час розробки автономної 

системи наведення для повітряно-космічних апаратів в межах програм NASP [21], 

SLI, Х-33, Eclipse [22], Спейс-Шаттл [23], а також ті, що реалізовані в системі 

стійкості та керування повітряно-космічного літака «Буран» [24].  

Нижче наведено порівняний аналіз відомих стратегій та методів синтезу систем 

термінального керування АКС.  
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1.3.1. Адаптивне керування 

 

Проектування АКС та синтез його системи керування проводять з урахуванням 

вимог, що пред’являються до його динамічних характеристик, до яких відносяться 

стійкість та якість перехідних процесів в системах стабілізації та керування. 

Широкий діапазон змін умов польоту, пов’язаних зі зміною висоти та швидкості 

АКС, його маси та центрування, характеристик атмосфери з великим ступенем 

невизначеності, складна математична модель та велика кількість експериментально 

визначених параметрів, забезпечення високих динамічних властивостей при значній 

параметричній невизначеності призводить до необхідності застосування адаптивних 

систем керування  АКС на етапі виведення на орбіту. Вибраний метод адаптації 

повинен задовольняти суперечним вимогам до швидкодії процесу адаптації та якості 

процесу в системі в умовах недостатку поточної інформації щодо параметрів руху 

ЛА. 

Значний внесок у розвиток теорії та практики оптимальних адаптивних систем 

керування внесли роботи Боднера В.А., Букова В.М., Красовського О.А.,  

Лєтова О.М., Солодовникова В.В., Красовського М.М., Уткіна В.І, Беллмана Р.Е., 

Понтрягіна Л.С., Калмана Р.Е., Фельдбаумана А.А., Кухтенко О.І., Фрадкова О.Л., 

Якубовича В.А., Б. Андерсена, П. Ейкхоппа,  Н. Коуена, К. Спіді, Х. Халіла, 

Андрієвського Б.Р., Петрова Б.П, Рутковського В.Ю., Ципкіна Я.З., Ємельянова 

В.М., Кунцевича В.М., Р. Бітміда, Р. Брауна, К. Джонсона та ін. 

Розглянемо та проаналізуємо основні напрями досліджень адаптивних систем 

керування ЛА в умовах невизначеності. На сьогодні розроблено способи 

адаптивного керування багаторежимними ЛА, методи синтезу адаптивних систем 

керування та відповідні пристрії для їх реалізації [25-27]. За рівнем формалізації 

апріорної невизначеності адаптивні системи поділяються на два класи [28].  

 До першого класу відносяться адаптивні системи з параметричною 

оптимізацією, за якої апріорна невизначеність полягає у недостатньому знанні 

параметрів керованого об’єкта. Другий клас складають адаптивні системи з 

непараметричною адаптацією, за якої апріорна невизначеність не пов’язана 
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безпосередньо з будь-якими параметрами. Для задач керування польотом 

багаторежимних ЛА ближче за постановкою стоять задачі параметричної адаптації, 

враховуючи те, що керовані процеси вивчені настільки добре, що дають змогу 

апріорно отримати структуру рівнянь руху. 

За організацією процесу адаптації методи, що використовуються, поділяються 

на пошукові, для яких характерні процеси ітеративного руху для досягнення 

необхідної якості керування, та безпошукові адаптивні системи, які базуються на 

використанні деяких необхідних (достатніх) умов необхідної якості керування. 

  

1.3.1.1. Пошукові адаптивні методи 

 

В пошукових адаптивних методах формується деякий показник якості системи, 

що є доступним до вимірювання та який володіє екстремальною характеристикою 

залежно від параметрів регулятора, що налаштовуються. Положення екстремальної 

точки не відоме та, більш того, змінюється разом із зміною математичної моделі 

об’єкта та зовнішного впливу на систему керування. Задача зводиться до пошуку 

екстремальної точки показника якості системи на множині параметрів, що 

налаштовуються, для чого в системі організовується процес пошуку, який, як 

правило, зводиться до незначних пошукових змін параметрів, що налаштовуються 

[29]. В роботі [30] наведено теоретичні обґрунтування схеми застосування 

пошукових адаптивних регуляторів для динамічно нелінійних систем, де як 

основний апарат дослідження використовуються методи усереднення, а як 

збудливий сигнал, аналог пробних впливів, використовується гармонічний сигнал 

малої амплітуди. Використання самоорганізуючого оптимального регулятора з 

екстраполяцією як пробний вплив у структурі адаптивного регулятора, що 

забезпечує як параметричну, так і структурну адаптивність системи, досліджено у 

праці [31]. Тут пробним впливом є циклічність елементів коваріаційної матриці 

фільтра Калмана-Бюсі.  

В системах керування ЛА пошукові адаптивні системи практично не 

застосовуються, так як не завжди вдається вказати функцію якості, що володіє 
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екстремальною характеристикою; якщо ж така функція все ж існує, то не завжди, 

вірніше, як правило, вона не доступна прямому вимірюванню; якщо і цю перепону 

вдається обійти, то не завжди вдається сформувати процес пошуку і, нарешті, якщо і 

це вдалося, то не завжди адаптивна пошукова система встигає за зміщенням 

екстремуму з часом, причому динамічні характеристики роботи такої адаптивної 

пошукової системи істотно залежать від ступеня її інерційності та від рівня 

випадкових завад та збурень.  

 

1.3.1.2. Безпошукові адаптивні методи 

 

Безпошукові адаптивні методи засновані на спробі використати позитивні 

властивості принципу зворотного зв’язку: на відміну від пошукових, в них не 

розшукується, а апріорно задається показник якості керування, який ми бажали б 

мати незмінним або який змінюється бажаним передбачуваним чином за рахунок 

цілеспрямованої зміни параметрів або структури регулятора у випадку 

непередбачуваної зміни математичної моделі об’єкта та зовнішніх впливів.  

Як такі показники, повинні виступати характеристики системи керування, які 

визначають її функціональну працездатність. Таким показником може бути один, 

істотний, наприклад, частотна характеристика замкненої системи, або ціла множина 

одночасно спостерігаємих показників, наприклад, інваріантність відносно певного 

збурення, автономність або, навпаки, заданий ступень взаємозв’язку окремих 

каналів багатозв’язаної системи, операторна визначеність тощо [32]. У цьому 

випадку, знаючи бажаний показник роботи системи керування та вимірювачи 

реальний поточний показник, можна їх порівняти, ввести міру їх розузгодження і, як 

й у принципі зворотного зв’язку, зводити цю міру розузгодження до нуля або 

мінімально припустимої величини. 

Для задач керування багаторежимними ЛА більш доцільним є використання 

безпошукових систем з параметричною адаптацією [33]. Під час їх розробки можуть 

застосовуватися схеми прямого або непрямого адаптивного керування. 
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У схемах прямого адаптивного керування використовується еталонна модель у 

вигляді динамічної ланки, яка має задані динамічні характеристики ЛА. Під час 

роботи системи оцінюються часові або частотні характеристики моделі та системи 

або похибка розузгодження рухів основного контура системи та еталонної моделі.  

На основі цих даних коефіцієнти основного контура перестроюються так, щоб 

звести розузгодження до припустимо малої величини. Прикладом реалізації такої 

системи служить система керування, що описана у праці [34].  

В системах непрямого адаптивного керування попередньо відбувається 

ідентифікація об’єкта, а потім за інформацією про параметри об’єкта обчислюються 

коефіцієнти регулятора. Інформацію про параметри математичної моделі ЛА 

отримують з аеродинамічних продувок та уточнюють за результатами льотних 

випробувань. У роботах з дослідження питань оптимізації функціонування 

динамічних об’єктів керування в умовах невизначеності з використанням процесів 

ідентифікації, частише використовуються методи спектральной ідентифікації [35], 

аналітичного синтезу регуляторів за критерієм узагальненої роботи [36], 

динамічного програмування в поєднані з імовірнісним оцінюванням станів об’єкта 

керування [37]. Методи налаштування регулятора, засновані на адаптивній 

ідентифікації, полегшують можливість розв’язання оптимізаційних задач, але 

зазвичай пов’язані з більш тривалим періодом налаштування. Недоліком відомих 

методів адаптації є складність (високий порядок) запропонованих алгоритмів, що 

ускладнює їх реалізацію та снижує завадостійкість. На подолання цього недоліку 

спрямований метод шунтування [38], що ґрунтується на використанні паралельного 

компенсатора (шунтующего звена або «шунта»). Основна ідея методу полягає у 

забезпеченні властивості строгої мінімально-фазовості розширеного об’єкта 

(об’єкт+ компенсатор).  

У роботі [39] для розв’язання задачі керування польотом багаторежимного ЛА 

запропоновано підхід, що базується на сумісному використанні методу шунтування, 

ковзних режимів та процедури ідентифікації на ковзних режимах [40]. 

Запропонований підхід дає змогу істотно зменшити вимоги до повноти поточної 

інформації про поведінку об’єкта, забезпечує високу швидкодію при парируванні 
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параметричних збурень. Комбінований алгоритм адаптації забезпечує задані 

динамічні властивості замкненої системы при зміні параметрів об’єкта керування в 

широких межах. 

Останім часом значного теоретичного розвитку та практичного застосування 

набули системи керування із змінною структурою [41]. Основна ідея побудови таких 

систем полягає у використанні законів керування, що переключаються 

(відповідають різним структурам замкненій системі). Переключення здійснюється 

на основі поточної інформації щодо стану об’єкту керування відповідно до вибраної 

функції переключення. Це значно розширює можливості керування завдяки 

використанню корисних властивостей кожної з структур та дозволяє отримати нові 

властивості, які не властиві жодній з них. Найбільш розповсюдженим методом 

синтезу систем зі змінною структурою є примусова організація у замкнутому 

контурі керування ковзних режимів [40], за яких зображена точка в просторі станів 

системи рухається за заданою траєкторією. На цю поверхню точка потрапляє за 

кінцевий час після початку перехідного процесу, а потім залишається на ній. Як 

результат, поведінка замкненої системи мало залежить від параметрів об’єкта 

керування, а визначається вибраним при синтезі регулятора рівнянням поверхні 

переключення. Тим самим, примусові ковзяні режими дозволяють знизити 

чутливість системи до параметричних та координатних збурень, отримати 

інваріантність відносно до задающего впливу, забезпечує високу швидкодію при 

парируванні параметричних збурень у деякій області, але в загальному випадку не 

забезпечують оптимального руху об’єкта по заданій траєкторії. Недоліками 

запропонованого методу є високій порядок алгоритмів керування, який ускладнює 

їх реалізацію і знижує завадостійкість, а також розширення діапазону параметричної 

невизначеності, що призводить до підвищення коефіцієнтів підсилення зворотних 

зв’язків, а отже, до збільшення амплітуди високочастотної складової сигналів 

керування.  

Більш детальний порівняний аналіз методів синтезу безпошукових систем 

адаптації у застосуванні до ЛА можна знайти, наприклад, у роботі [39,40,42]. 
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Застосування концепції адаптивного керування із «гнучкими» траєкторіями на 

багаторежимних ЛА дає змогу, за рахунок можливості оперативно змінювати ціль 

керування у польоті (наприклад, змінити параметри кінцевого стану), підвищити 

точність приведення в заданий кінцевий стан в умовах відхилення початкових умов, 

дії різного роду зовнішніх збурень та можливого виникнення особливих ситуацій. 

В практичних задачах керування польотом ЛА широке використання отримала 

концепція адаптивного керування з прогнозуванням руху [43]. Адаптивна 

прогнозуюча система керування розглядається як один із варіантів адаптивних 

оптимальних систем керування. Вона являє собою сукупність взаємозв’язаних 

алгоритмів оцінювання параметрів керуємого об’єкта, оцінювання його стану та 

власне алгоритмів формування керування. Останні реалізуються у формі 

суміщеного синтеза оптимального керування, тобто синтеза, пов’язаного із 

розв’язанням оптимізаційної задачі безпосередньо в режимі функціонування 

системи керування. При цьому, синтез здійснюється на основі прогнозуючих 

моделей, які відтворюють у прискореному часі некерований, або «вільний» рух 

об’єкта.  

Сьогодні вже розроблено низку алгоритмів із прогнозуванням. Керування з 

прогнозуючою моделлю використовує послідовності керуємих змінних з метою 

оптимізації майбутньої поведінки об’єкта керування. Вихідний сигнал об’єкта при 

цьому пророкується за допомогою наперед побудованої моделі даного процесу, яка 

є найважливішим елементом системи, так як характеристики керування 

безпосередньо залежать від неї.  Як правило, використання більш точної моделі 

підвищує імовірність отримання необхідної якості керування. Відомі алгоритм із 

чисельним диференціюванням [28], модифікований алгоритм [36], алгоритм з 

матрицею чутливості [43], алгоритм з аналітичним розв’язком [43], адаптивний 

прогнозуючий алгоритм [44] тощо. Перші чотири алгоритми керування з 

прогнозуючою моделлю будуються за принципом мінімізації критерію узагальненої 

роботи. Недолік першого алгоритму полягає у необхідності чисельного 

диференціювання допоміжної функції для визначення її градієнту. Модифікований 

алгоритм виключає дану операцію, однак пов’язаний з інтегруванням рівнянь 
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вільного руху об’єкта у зворотному часі на усьому інтервалі оптимізації і 

необхідністю запам’ятовування відповідних розв’язків. Алгоритм з матрицею 

чутливості не потребує ні чисельного диференціювання, ні чисельного інтегрування 

рівнянь у зворотному часі, однак його не можна застосовувати до об’єктів, які 

описуються складною системою нелінійних диференціальних рівнянь. 

Модифікований алгоритм і алгоритм з матрицей чутливості в задачах керування 

багаторежимними ЛА виявляють більшу чутливість до зовнішніх збурень та 

відхилень від початкових умов. За достатньо великих зовнішніх збурень ці 

алгоритми стають нестійкими. В силу цього, враховуючи, що етап виведення ЛА у 

задані термінальні умови характеризується впливом значних збурень на 

атмосферній ділянці польоту та великими відхиленнями початкових умов, 

викликаних специфікою повітряного старту ОС з ЛН, застосування даних 

алгоритмів для керування процесом виведення АКС на орбіту є проблематичним 

[25]. 

Більш стійкі алгоритми з прогнозуючою моделлю отримуються при реалізації 

зворотного зв’язку з використанням метода модулюючих функцій [43]. 

Застосування цього підходу доцільно для розв’язання задач керування, в яких 

оптимальне керування визначається до польоту і задається як опорна залежність з 

невідомими параметрами, які визначаються за реалізованою траєкторією руху з 

урахуванням задоволення заданих кінцевих значень фазових координат. Цей 

алгоритм відповідає стратегії квазіоптимального керування і на етапі виведення 

АКС на орбіту дає змогу знизити вимоги до характеристик БЦОМ завдякі добрій 

збіжності та збільшенню інтервалу корекції. Недолік даного алгоритму полягає у 

тому, що він не враховує в явній формі обмеження за припустимою сумарною 

піднімальною силою в галузі великих швидкісних витрат. Тому застосування цього 

алгоритму доцільно на ділянці виведення АКС, що починається після ділянки 

великих швидкісних напорів.  

Необхідно також відзначити низку зарубежних робіт, які зробили внесок у 

розвиток теорії адаптивного керування з прогнозуванням [45,46]. Відомі роботи 

присвячені дослідженню адаптивного керування ЛА з використанням підходів 
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штучного інтелекту, зокрема використанням машинного навчання. Так, у роботі  

C. Girish [45] розглянуто використання адаптивної нейронної мережі для керування 

польотом ЛА з використанням поточних даних та бази знань. Показано, що 

застосування метода довгострокового навчання і швидка адаптація призводять до 

більш високої продуктивності контролера польоту БЛА. Як зазначає А.С. Міщук 

[46] недоліком такой системи є необхідність значних витрат на попереднє навчання 

нейронної мережі, обрання даних для навчання, наявність модуля для збереження 

даних. При цьому, в умовах значної невизначеності система не гарантує 

витримування параметрів системи із заданою точністю. F.L. Lewis [47] співставляє 

різні типи систем автоматичного керування із використанням нейронних мереж як 

адаптивного модуля системи. Зазначається, що при використанні нейронних 

регуляторів виникає проблема ініціалізації вагових коефіцієнтів мережі. 

Особливістю розглянутих систем є їх робастність, проте жодна з них не здатна із 

заданою точністю витримувати обрані значення параметрів за умов невідомих 

збурень. Сьогодні розвиток ідей керування з прогнозуванням відбувається у 

напрямку використання нелінійних моделей, забезпечення стійкості по Ляпунову 

контролюємих рухів, надання робастних властивостей замкненій системі керування, 

застосування сучасних оптимізаційних методів у реальному масштабі часу тощо. 

 

1.3.1.3.  Аналіз проблем синтезу адаптивних систем керування нелінійними  

динамічними об’єктами 

 

Несправедливість принципу суперпозиції для нелінійних диференціальних 

рівнянь надзвичайно ускладнює аналіз та особливо синтез нелінійних систем 

керування. Зокрема, у лінійно-квадратичних задачах аналітичного конструювання 

оптимальних регуляторів (АКОР) структура закону керування лінійним об’єктом 

заздалегідь визначена і процедуру синтезу зводять до обчислювання його 

параметрів. Для нелінійних об’єктів структура законів керування взагалі невідома, 

тому пошук цих законів здійснюється чрез відповідний функціонал.   
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Основним недоліком непрямих адаптивних систем керування є невиконання 

теореми розділення, яка дозволяє для заданого режиму забезпечити стійкість усієї 

системи завдяки стійкості процесів у контурі регулирування та в контурі 

спостереження. Тому їх застосування для нелінійних систем не гарантує у 

загальному випадку асимптотичної стійкості. У зв’язку з цим, для нелінійних систем 

найбільш перспективним є пряме адаптивне керування. Досить загальні результати з 

досліджень керувань нелінійними об’єктами в умовах невизначеності отримані 

методами швидкісного градиента, теорії бінарних систем, теорії систем з розривним 

керуванням, ітеративними процедурами синтезу (адаптивний обхід інтегратора) 

[48]. Застосування методу АКОР для нелінійних динамічних об’єктов зводить 

задачу синтезу до пошуку розв’язку рівняння Беллмана – нелінійного 

диференціального рівняння у часткових похідних відносно спеціальної функції, яка 

визначає закон оптимального керування. Загальною ознакою переважної кількості 

праць з нелінійного адаптивного керування є використання для синтезу алгоритмів 

керування спеціальної функції Ляпунова: суми квадратичної форми змінних 

помилки і квадратичної форми параметрів, що налаштовуються [49]. Ця функція 

може не бути квадратичною за станом системи, якщо під час синтезу проводились 

нелінійні заміни змінних. Утім, наявність функції Ляпунова дозволяє досліджувати 

не тільки стійкість, але і якість керування. У роботі [50] встановлений зв'язок між 

функціями Ляпунова, які дозволяють розв’язувати задачу асимптотичної стійкості 

руху, і вказаним рівнянням Беллмана. Цей зв'язок полягає в тому, що рівнянню 

Беллмана задовольняє певна множина функцій. Звідси за допомогою методу 

Ляпунова можна вибрати необхідний розв’язок серед усіх можливих, що 

визначаються рівнянням Беллмана. Причому, ці розв’язки будуть завжди існувати в 

силу постулату стійкості М.Г. Четаєва [51]. 

Відомий також метод структурного синтезу [52], компільований пізніше у 

термінах синергетики [53,54]. На його базі реалізовано низку ефективних методів та 

алгоритмів синтезу адаптивних систем для нелінійних об’єктів [8,55,56]. 
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Незважаючи на значний прогрес у розробці сучасних методів адаптивного 

керування, останні не забезпечують досягнення необхідної якості керування та 

розв’язання цільової задачі багаторежимних ЛА. 

 

1.3.2. Методи оптимального керування 

 

Теоретичні основи програм оптимального керування траєкторіями космічних 

транспортних систем і ракет-носіїв при виведенні на орбіту закладено в класичних 

роботах Д.Е. Охоцимського [57] і Д.Ф. Лоудена [58], які визначають оптимальну 

зміну кута тангажа (дробово-лінійний закон зміни кута тангажа за часом) для 

однорідного плоскопаралельного гравітаційного поля поза атмосферою за 

відсутності обмежень на дальність, а також в роботах А.М. Лєтова [50],  

Р.Ф. Алпазова, О.Г. Ситіна [59] та ін.  

Класичні методи розв’язання задачі оптимізації траєкторій ЛА підрозділяються 

на прямі, непрямі методи та гібридні методи. При використанні  прямих методів 

здійснюється деяка параметризація керування або розбиття траєкторії на малі 

ділянки з заданим видом програми керування на кожній ділянці. Як результат задача 

оптимізації траєкторії зводиться до задачі умовної оптимізації функціоналу в 

просторі більшої розмірності за наявності значної кількості обмежень. Тобто задача 

зводиться до задачі нелінійного програмування великої розмірності, яка часто 

включає велику кількість оптимізуємих параметрів, без використання необхідних 

умов оптимальності. Ця задача, у свою чергу, може розв’язуватися різними 

методами, найбільш розповсюдженими з яких на даний час є методи послідовного 

квадратичного програмування, диференціального динамічного програмування та їх 

модифікації. Інша родина прямих методів використовує різні модифікації 

градієнтного методу, методи типу Рітца-Галеркіна тощо. Прямі методи зазвичай 

слабкочутливі до обрання початкового наближення та, у багатьох випадках, 

дозволяють достатньо легко вводити до математичної моделі руху обмеження на 

обчислювальну продуктивність, володіють невисокою швидкістю збіжності та 

невисокою точністю. Останнє пов’язано зі спрощенням моделювання динаміки руху 
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ЛА на окремих ділянках траєкторії (в багатьох методах фактично використовується 

схема інтегрування Ейлера). 

У непрямих методах використовуються необхідні та/або достатні умови 

оптимальності в класичній варіаційній формі [50], формі принципу максимуму 

Понтрягіна [60], умов оптимальності Беллмана [61] або Кротова [62]. У першому  

випадку задача оптимізації траєкторії зводиться до розв’язання крайової задачі для 

системи звичайних диференціальних рівнянь. Класичні варіаційні методи зручно 

застосовувати в задачах, не розв’язуваних відносно похідних та які не містять 

обмежень у вигляді нерівностей на керовані та фазові змінні. Принцип максимуму 

зводить розв’язання задачі оптимізації до розв’язання нелінійної двоточкової 

крайової задачі для системи звичайних диференціальних рівнянь та дозволяє 

враховувати різні обмеження на величини керуючих та фазових змінних. Ця крайова 

задача розв’язується або специфічним методом для розв’язання крайових задач 

(наприклад, методом стрільби або методом квазілінеарізації) або загальними 

методами розв’язання систем нелінійних рівнянь (наприклад, модифікаціями методу 

Ньютона-Рафсона або методу продовження) або методами мінімізації зважених сум 

нев’язок крайової задачі (наприклад варіантами градієнтних методів). Принцип 

максимуму Понтрягіна є основним апаратом для синтезу оптимального керування 

траєкторіями. Існує велика кількість робіт, які містять результати з оптимізації 

траєкторій космічних апаратів на основі застосування принципу максимуму 

Понтрягіна. Стислий огляд робіт, присвячених розв’язанню задач виведення АКС на 

орбіту за допомогою принципу максимуму Понтрягина, можно знайти, наприклад, в 

[63]. При застосуванні принципу максимуму Понтрягіеа все ж залишається 

проблема доведення оптимальності розв’язку.  Недоліком може бути також й 

необхідність розв’язання рівнянь стану відносно похідних. 

Використання умов оптимальності Беллмана зводить задачу оптимізації 

функціоналу до розв’язання системи нелінійних диференціальних рівнянь в 

часткових похідних першого порядку відносно невідомої допоміжної функції з 

відповідними граничними умовами. При цьому, одним з основних недоліків методу 

Беллмана є припущення щодо диференціюємості цієї допоміжної функції.  
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При застосуванні принципу оптимальності Кротова задача мінімізації 

функціонала з диференціальними зв’язками зводиться до задачі знаходження 

екстремумів деяких функцій, за яких розв’язок даної задачі є також розв’язком 

вихідної задачі. Основною проблемою цього підходу є вибір цих функцій.  

При цьому, засіб вибору даних функцій може привести як до рівнянь принципу 

максимуму Понтрягіна, так й до рівняння Беллмана. 

Непрямі методи оптимізації володіють високою швидкодією, задовільною 

швидкістю збіжності та забезпечують високу точність обчислювань. Однак вони 

мають обмежену область збіжності, у зв’язку з чим потрібно обрання доброго 

початкового наближення для невідомих параметрів крайової задачі. 

Одним із напрямків теорії оптимального керування є оптимізація за 

некласичними цільовими функціоналами, наприклад, за цільовим функціоналом 

узагальненої роботи Красовського А.А. [64]. Перевагою застосування цього підходу 

є можливість значно зменшити обчислювальні витрати для складних нелінійних 

задач оптимізації завдяки зведенню задачі до розв’язання лінійного рівняння у 

часткових похідних (рівняння Ляпунова), яке практично еквівалентно розв’язанню 

задачі Коши для рівнянь стану, тобто не потребує задоволення крайовим умовам. 

При цьому підході аналітичний розв’язок задачі, як правило, має місце для лінійних 

систем. Для більшості нелінійних керованих систем можливий лише наближений 

аналітичний синтез замкненого оптимального керування.  

Іншим цікавим напрямком розв’язання нелінійних задач оптимального 

керування є використання обернених задач динаміки з метою визначення траєкторій 

початкового наближення [65,66], за допомогою якого для деяких задач вдається 

побудувати алгоритмі глобальної оптимізації. За зазначеним підходом здійснюється 

перетворення до канонічних форм, які дозволяють лінеарізувати нелінійну модель 

об’єкта зворотним зв’язком.  

Проблематика побудови програмних траєкторій для транспортних систем 

повітряного старту розглянута в роботах О.М. Оліфанова та ін. [67], І.А. Пишнова, 

В.Г. Ченіги [68], в яких задача зводиться до розв’язання двоточкової крайової задачі. 

В роботі Ван Л. [69] запропоновано алгоритм чисельного розв’язання задачі 
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оптимізації траєкторії виведення таких систем на сонячно-синхронну орбіту, що 

базується на псевдоспектральному методі. 

Стратегія оптимального керування дає змогу, у принципі, розв’язати основну 

цільову задачу АКС – виведення максимальної маси корисного навантаження на 

задану орбіту у заданий час. Однак, розв’язання цієї задачі у реальному часі з 

використанням повної  математичної моделі траєкторного руху АКС є складною у 

математичному та обчислювальному відношенні задачею. До того ж, багато 

обмежень, що покладаються на траєкторію руху АКС на етапі виведення  

(за кутом атаки, швидкісним напором, числом М, тепловим навантаженням тощо) 

привносять додаткові труднощі у розв’язання задачі оптимального керування. Тому 

для розв’язання задачі оптимального керування АКС на етапі виведення на орбіту 

застосовують різні підходи, у тому числі апроксимації та спрощення у математичній 

моделі руху. Останій підхід апробований під час експлуатації балістичних ракет та 

космічних ракет-носіїв [20,70,71], а також розглядався під час розробки автономної 

системи наведення для повітряно-космічних апаратів, що створювалися за 

програмами NASP [21], SLI, Х-33, Eclipse [22], Спейс-Шаттл [23], «Буран» [24]. 

Однак, реалізація цього підходу не завжди дає змогу досягти основної цільової 

задачі АКС з незначним ресурсом керування та льотних характеристик. 

Відомі й інші альтернативні підходи для розв’язання задач оптимального 

виведення АКС на орбіту, які дозволяють подолати труднощі розв’язання 

двоточкової крайової задачі бортовими засобами АКС, у тому числі метод 

сингулярних збурень [72], методи типу стрільби [73], метод паралельних обчислень 

[21,74] тощо.  

Застосування методу сингулярних збурень дає змогу значно спростити вихідну 

математичну модель ЛА, у т.ч. за рахунок зневаження нелінійностями моделі, 

редукції вихідної задачі до задачі меншої розмірності [75], та отримати алгоритми 

наближено оптимального керування з урахуванням обмежень, що покладаються на 

траєкторію руху ЛА. Цей підхід використовувався для наближеного розв’язання 

низки крайових задач з оптимізації траєкторії ЛА [76,77]. В работі [76] зазначено, 

що використання популярного методу найшвидкішого спуску при розв’язанні задачі 
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оптимізації траєкторії набору висоти ЛА потребує приблизно в 40 разів більше часу 

обчислення, ніж при застосуванні методу сингулярних збурень.  

При використанні для оптимізації траєкторій повітряно-космічних літаків 

методів типу пристрілки або паралельної стрільби задача оптимального керування 

зводиться до задачі нелінійного програмування. 

Також відомий підхід побудови оптимальної тракторії на борту АКС, що 

використовує стратегію паралельних обчислень, що застосовувався для розв’язання 

задач наведення баллистичних ракет [21,74]. Згідно цього підходу траєкторія 

розбивається на декілька ділянок, моделювання яких та обчислення градієнтів 

здійснюється паралельно, що приводить до скорочення часу моделювання усієї 

траєкторії. При цьому, для прогнозу поточного та термінального стану АКС 

використовують поліноміальні нейроні мережі з метою стискання інформації про 

велику кількість траєкторій, оптимальних для різних початкових умов й 

упорядкування її таким чином, щоб дані були доступні для пошуку та інтерполяції у 

реальному часі. 

У роботі [69] задача оптимизації траєкторії виведення АКС розв’язується за 

допомогою псевдоспектрального методу [78], який, за думкою автора, володіє 

швидкою збіжністю при знаходженні оптимального керування. Застосовуючи в 

межах даного підходу процедуру дискретизації неперервної задачі шляхом 

апроксимації змінних стану та керування інтерполяційними поліномами, задача 

зведена до задачі нелінійного програмування. Такий самий підхід був застосований 

для оптимізації траєкторії виведення РН «Дельта-III» на геостаціонарну орбіту [79].   

Більш детальний аналіз методів розв’язання задач оптимізації траєкторного 

руху ЛА можна знайти, наприклад, в роботах [20,23,46,80], а огляд методів синтезу 

нелінійних динамічних систем – у роботі [81]. 

На основі розглянутих методів оптимізації керування динамічних процесів, у 

тому числі для розв’язання нелінійних задач оптимального термінального керування 

рухом ЛА, можна затверджувати, що більшість сучасних методів, які знайшли 

практичне застосування на ЛА, базуються на різних удосконаленнях методів 

Понтрягіна, Беллмана та Красовського.   
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Аналіз стратегії та методів оптимального керування на етапі виведення АКС на 

орбіту показує, що у реальному часі ця задача за нелінійною математичною 

моделлю з урахуванням багаторежимності процессу виведення до сьогодні не 

розв’язана. Спрощення математичної моделі призводить до квазіоптимального 

керування процесом виведення АКС на орбіту та не завжди приводить до бажаного 

результату за точностями термінальних умов. Інший недолік стратегії оптимального 

керування полягає у синтезі алгоритмів керування як функції часу та необхідності 

організації зворотного зв’язку за вектором стану та термінальним умовам з метою 

компенсації дії зовнішних та параметричних збурень. Подальша реалізація 

корегування оптимального керування потребує додаткових обчислень. Це 

призводить до необхідності формування стратегії, яка суміщує властивості 

оптимальності та адаптивності алгоритмів керування АКС. 

 

1.3.3. Методи робастного керування 

 

Задача оптимального керування траєкторією БЛА в умовах невизначеності є 

вельми важливою для досягнення кінцевої мети керування. Її важливість 

обумовлена перш за все тим, що  алгоритми, синтезовані на основі  математичної  

моделі об’єкта за більшістю критеріїв оптимальності, чутливі до параметрів моделі 

реального апарата та характеристик вхідних дестабілізуючих впливів, не завжди 

задовольняють вимогам грубості до зовнішніх та внутрішніх збурень, які діють на 

систему, так як математична модель апарату, що отримана на основі теорії або в  

результаті  ідентифікації, відрізняється від реального об’єкта. Це може призвести не 

тільки до втрати оптимальності керування, але й до її працездатності. Тому виникає 

необхідність у неперервній корекції структури та параметрів системи керування в 

умовах реального польоту, що є вкрай складним, або синтезувати алгоритми, які 

«огрублюють» чутливість системи до некоректно заданих параметрів, що здійснюється 

у рамках робастного керування [82]. Робастне керування розуміє або наявність 
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визначених запасів стійкості або малу чутливість до зміні параметрів та структури 

системи. 

Основоположними роботами в області робастного керування є стаття Зеймса [83], 

у якій запропоновано критерій оптимальності на основі H -норми миттєвої 

перехідної функції замкненої системи, та стаття Дойла [84]. Ці роботи поклали 

початок побудови теорії грубого або робастного керування для  моделі, заданої в 

умовах невизначеності. Зміст робастного керування полягає в мінімізації  

H – норми перехідної функції, входом для якої є внутрішні та зовнішні збурення, 

які виникають під час функціонування системи, а виходом – помилка. Використання  

H -норми як критерія оптимальності при синтезі багатовимірних систем засноване 

на тому факті, що H -норма може служити мірою підсилення системи. Інакше,  

H - норма передавальної функції  є  енергія  виходу системи  при  подачі  на вхід 

сигналу з одиничною енергією, тобто є коефіцієнтом підсилення системи за 

енергією. Якщо виходом є помилка стеження, а входом збурення, то мінімізуючи 

H - норму передавальної функції ми мінімізуємо енергію помилки для найгіршого 

випадку вхідного збурення. 

Подальшому розвитку теорії робастного керування у застосуванні до 

розв’язання задачі синтезу систем автоматичного керування ЛА присвячено роботи  

В.Х. Пшихопова [8], Б.Т. Поляк, П.С. Щербакова [82], В.Н. Тіміна, А.П. Курдюкова 

[85], К.А. Пупкова, Н.Д. Єгупова [86], J.C. Doyle [84], G. Zames [83], M.J. Grimble 

[87] та ін. На цей час відомі такі напрямки синтезу робастних систем керування як 

−H синтез [83,84], −2H синтез [82], метод лінійних матричних нерівностей [87], 

метод структурованого сингулярного числа ( − синтез) [87]. 

У роботі [86] запропоновано новий підхід до розв’язання задачі оптимізації 

робастного керування – «2-Ріккаті підхід». Згідно цього підходу оптимальна задача 

замінювалася субоптимальною. Вихідний оптимальний регулятор у формі 
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спостерігача визначається на підставі розв’язку двох багатомірних рівнянь Лур’є-

Ріккаті для фільтраціфії (відновлення стану) і оптимального керування мінімуму H

-норми замкненої системи. Практичне застосування даного підходу для 

нестаціонарних систем ускладнено через відсутність ефективних алгоритмів 

розв’язання нестаціонарних рівнянь Ріккаті.  

На цей час отримані розв‘язки багатьох задач робастного керування, частина з 

яких доведена до інженерних методів синтезу. Однак більшість відомих методів 

робастного керування відрізняється складністю процедур синтезу, складністю 

структури та високим порядком отримуваного регулятора, достатньо складні для 

аналітичного розрахунку. При цьому, проблеми, що пов’язані с нелінійністю, ще 

мають місце. Як відмічено у роботі [88,89], робастні методи синтезу як лінійних так 

й нелінійних систем керування мають два значних недоліки: висока розмірність та 

складність побудови регуляторів, а також складність практичної реалізації.  

  

1.3.4. Методи керування на основі інтелектуальних технологій 

 

Істотне підвищення автономності та надійності перспективних зразків БЛА, 

розширення діапазону їх тактико-технічних та експлуатаційних характеристик 

передбачає необхідність розробки нового покоління бортових систем керування, які 

забезпечують умови функціонування в умовах швидкоплинності змін повітряної 

обстановки, при наявності випадкових збурень середовища та інших факторів 

невизначеності. Дані системи створюються на основі комплексного використання 

сучасних інтелектуальних технологій [86,90-92]. Інтелектуальною системою 

керування вважається така, у якій знання про невідомі характеристики об’єкта 

керування та навколишнього середовища формуються під час навчання та адаптації, 

а отримана при цьому інформація використовується під час автоматичного 

прийняття рішень так, що якість керування покращується.   
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На цей час існують декілька сучасних інформаційно-технічних технологій, які 

дають змогу створювати нове покоління інтелектуальних систем керування.  

В основному, інтелектуальне керування будується на основі таких методів штучного 

інтелекту, як нейронні мережі [92-97] і нечітка логіка [98-102].  

Нейронні мережі являють собою істотно спрощену біологічно подібну 

структуру, обчислювальна міць якої заснована на здатності до адаптивного навчання 

шляхом аналізу позитивних і негативних впливів. Основною перевагою нейромереж 

є можливість їх застосування в умовах значної невизначеності, коли математичний 

опис не може бути достатньо адекватним. До числа безперечних переваг нейронних 

мереж, які пояснюють зростаючий інтерес до них з боку спеціалістів, також 

відносяться: можливість відтворення достатньо складних нелінійних залежностей; 

нейронні мережі не потребують традиційного програмування; висока швидкодія 

(особливо у випадку апаратної реалізації з використанням паралельної обробки); 

потенційно висока завадо- та відмовостійкість.  

В останні роки з’явилася достатня кількість публікацій, присвячених 

дослідженню можливості застосування на ЛА інтелектуальних систем керування на 

базі нейронної мережі [103-108]. Практичне застосування нейронних мереж ставить 

перед творцями систем керування проблему вибору архітектури мережі, що є доволі 

складною задачею. Вона полягає у тому, що наперед неможливо сказати яка 

архітектура мережі буде більш успішно застосована в даних умовах. Відповідь на це 

питання має принципове значення і до сьогодні немає однозначного розв’язку.  

Побудова систем керування із застосуванням принципу нечіткої логіки 

базується не скільки на застосуванні теоретичних або аналітичних моделей, скільки 

на практичному застосуванні експертних знань. Традиційні системи керування 

потребують на кожному кроці дослідження застосування математичних моделей, які 

точно та однозначно описують закономірності, що протікають в системах, які 

досліджуються. На відміну від цього, принцип нечіткої логіки передбачає перехід 

зовсім на інший рівень мислення, за якого творчий процес досліджень відбувається 
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на самому високому рівні абстракції та постулюється лише мінімальний набір 

закономірностей.  

За ствердженням спеціалістів, основна перевага нечітких систем полягає у 

тому, що знання в цих системах подається у формі гнучких логічних конструкцій, 

таких як правила «IF … THEN», що легко розуміються людиною [109]. Нечіткі 

регулятори дають змогу реалізувувати системи керування об’єктів з істотними 

нелінійностями, а також створювати системи керування для об’єктів, алгоритми 

функціонування яких важко формалізувати методами традиційної математики.  Дані 

властивості нечітких систем дають змогу застосовувати їх для розв’язання задач в 

області автономного адаптивного керування динамічними системами. Застосування 

нечіткої логіки та адаптивних принципів побудови систем керування дає змогу 

підвищити швидкодію процесів керування, істотно знизити вплив невизначеності на 

якість систем керування, компенсуючи недолік апріорної інформації на етапі 

проектування систем. Завдяки цим властивостям, багатьма дослідниками розглядається 

можливість застосування методів нечіткої логіки при розробці системи керування 

безпілотними ЛА [110-113]. Основні труднощі при використанні нечітких систем 

керування на практиці пов’язані з апріорним визначенням бази правил та побудовою 

функцій належності [109].  

Новітні дослідження в галузі імунології стали поштовхом до розвитку ще 

одного напрямиу в інтелектуальних технологіях і створення цілого класу моделей 

під загальною назвою «генетичні алгоритми» [114]. Генетичні алгоритми не мають 

значних математичних вимог до вигляду цільових функцій та обмежень. Дослідник 

не повінен спрощувати модель об’єкту з метою використання можливості 

застосування наявних математичних методів. При цьому, можуть використовуваться 

різноманітні цільові функції та обмеження (як лінійні так й нелінійні), які визначені 

на дискретних, неперервних та змішаних множинах. До недоліків генетичних 

алгоритмів можна віднести те, що значна кількість вільних параметрів ускладнює 

роботу. У простих цільових функціях (гладкі, один екстремум тощо) генетика 

завжди програє за швидкістю простим алгоритмам пошуку. 
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1.4. Автоматичне керування траєкторним рухом БАЛА 

 

Аналіз останніх публікацій у галузі проектування сучасних дирижаблів, як 

типових представників АЛА, показує підвищений інтерес до створення  автономних  

безпілотних дирижаблів та розробки систем автоматичного керування їх 

траєкторним рухам. Це пояснюється тим, що найбільш повно переваги 

аеростатичних літальних апаратів, що пов’язані з можливістю тривалого польоту 

(наприклад, барражирування у районах зі слабкою інфраструктурою), реалізуються 

за відсутності пілота на борту. 

 

1.4.1. Підходи до побудови систем автоматичного керування 

 

Синтез систем автоматичного керування в проектах автономних дирижаблів 

базується на традиційних (класичних) підходах, які використовуються для синтезу 

систем керування ЛА та передбачають розподіл руху на повздовжню та поперечну 

складові, з подальшою лінеаризацією моделі руху апарата вздовж еталонних 

траєкторій [115]. Такий розподіл дає змогу незалежно керувати рухом у кожній 

площині, однак область стійкості замкнених систем обмежена околом еталонної 

траєкторії руху апарата. Так, наприклад, використання тільки лінійних ПІД-

регуляторів у каналі керування рухом АЛА припустимо й ефективно у випадку, 

якщо в контурі керування присутній пілот, який компенсує динамічні ефекти, що 

невраховані в процедурі синтезу.  

Класичні методи синтезу керування володіють перевагою легкого 

впровадження та забезпечують надійне керування. Основні проблеми застосування 

традиційних методів до синтезу систем автоматичного керування АЛА полягають в 

їх обчислювальній складності (синтез нелінійних систем), неможливості досягнення 

апаратом необхідної точності та надійного налаштування параметрів системи 

керування зі зворотним зв’язком під час польоту у збуреному середовищі. 

Використання спрощувальних підходів до синтезу систем керування автономними 

дирижаблями, тим більше у випадку наявності обмежень на керування та параметри 
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руху, може не тільки не дозволити досягти необхідних кількісних показників, що 

пред’являються до точності відпрацювання спланованих траєкторій, але й призвести 

до втрати якісних властивостей замкненої системи [116]. Так, проведений в роботі 

[117] методом аналітичного конструювання оптимальних регуляторів синтез 

керування дирижабля на основі лінійної моделі апарата та застосування 

синтезованого алгоритму до прямолінійного руху зі сталою швидкістю показало, що 

лінійне керування забезпечує стійкість лише в невеликому околі рівноважного 

стану, відносно якого виконана лінеаризація моделі.  

Підвищити стійкість лінійної адаптивной системи керування АЛА можна 

наступними методами [8]: наскрізною лінеаризацією, структурним синтезом 

(backstepping), непрямим адаптивним керуванням, робастним керуванням, 

використанням інтелектуальних технологій керування тощо. 

Метод наскрізної лінеаризації, який часто застосовується для синтезу систем 

керування ЛА, передбачає корекцію коефіцієнтів моделі дирижабля при зміні його 

режиму функціонування. У цьому випадку, використовується тільки один контур 

адаптації, який базується на алгоритмі адаптації (АА), який залежно від поточного 

стану системи корегує коефіцієнти регулятора відповідно до наперед обчислених 

коефіцієнтів лінеаризованої моделі АЛА [95,117]. Метод структурного синтезу 

(backstepping) базується на рекурсивній процедурі, яка чергує обрання функції 

Ляпунова з конструюванням керування зі зворотним зв’язком [118]. Формуючи 

скалярну додатню функцію змінних стану системи і потім, розглядаючи закон 

керування, за якого ця функція спадає, можна гарантувати, що таке нелінійне 

керування буде асимптотично стійким та  робастним до деякої невизначеності. 

Застосування даного піходу до синтезу систем керування БАЛА та автономних 

дирижаблів подано в роботах  [117,119].  

Для розширення області стійкості лінійних систем керування АЛА також 

застосовується непряме адаптивне керування, структура якого містить блок 

оцінювання і ідентифікації (БОіІ), пристрій керування (ПК) та об’єкт керування 

(ОК) [8]. У БоіІ, на основі вимірюваних значень вектора вихідних координат, 

оцінюється поточний стан апарата і вектор параметрів, що настроюються, які 
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надходять до пристрою керування. Останній, на основі отриманих оцінок, формує 

керуючий вплив. Відомо, що структура непрямого адаптивного керування базується 

на принципі розділення, основний зміст якого полягає у тому, що задача про 

побудову керування, що функціонує на основі неповних або недостовірних вимірів, 

може бути подана у вигляді суперпозиції розв'язків двох часткових задач. Перша з 

них являє собою задачу керування для вихідної системи із змінними, що 

вимірюються, а друга – задачу оцінювання стану системи за фіксованого керування. 

Вочевидь, що за нелінійного подання моделі руху АЛА принцип розділення в ньому 

не діє. 

Робастні підходи [82-88] до побудови систем керування аеростатичними 

літальними апаратами не містять алгоритмів оцінювання або ідентифікації.  

Як правило, вони надають деякі екстремальні властивості замкненим системам і 

мають на увазі або наявність певних запасів стійкості, або малу чутливість до зміни 

параметрів або структури системи [8]. 

Зважаючи на істотну нелінійність математичної моделі руху АЛА, неповну 

визначеність параметрів та схильність до зовнішніх збурювань, для синтезу систем 

керування АЛА застосовуються також методи керування з використанням 

інтелектуальних технологій [90-102]. Тут можна виділити два методологічних 

підходи, що найбільш часто використовуються: методологію нечітких множин і 

нейронні мережі.  

У роботі [120] розглядається застосування нечіткої логіки для керування 

автономним дирижаблем, для якого реалізовані окремі контролери напрямку, висоти 

та швидкості. Однак, з точки зору розв’язання класичних задач керування ЛА, 

теорія нечітких множин не дає змоги гарантувати досягнення бажаних якісних 

властивостей і кількісних характеристик складної динамічної системи, якою є АЛА. 

Наприклад, утруднений аналіз стійкості динамічної системи з нечітким регулятором 

[121]. 

Основною перевагою нейромереж у застосуванні до керування автономним 

АЛА є можливість їх застосування в умовах істотної невизначеності, коли 

математичний опис не може бути достатньо адекватним, наприклад, при врахуванні 
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приєднаних мас. У роботі [122] досліджується можливість застосування 

адаптивного керування на базі нейронної мережі для покращення якості керування 

автономного дирижабля на низьких швидкостях. Для керування використовується 

лінійний підхід (класичний ПІД-регулятор), а нелінійна динаміка, а також 

невизначеності та збурення враховуються за допомогою нейромережі. 

Вагомий внесок у розвиток методів аналітичного синтезу нелінійних 

позиційно-траєкторних систем керування аеростатичних літальних апаратів зробив 

В.Х. Пшихопов  [8,116]. У нелінійній постановці широке застосування отримали 

також методи синтезу систем керування АЛА на основі обернених задач динаміки, в 

яких здійснюється перетворення до канонічних форм, що дозволяють лінеаризувати 

нелінійну модель об’єкта зворотним зв’язком [123]. Найбільш загальний метод 

перетворення математичної моделі дирижабля до канонічної форми, полягає у 

диференціюванні рівняння виходу в силу рівнянь об’єкту, яке здійснюється до тих 

пір, доки не будуть отримані керування у явному вигляді. Така модель, що записана 

відносно виходу та його похідних, є лінеаризуємим оберненим зв’язком [8]. 

З використанням вищенаведених підходів на сьогоднішній день проведено 

дослідження та синтезовано алгоритми керування автономними АЛА для виконання 

різноманітних місій, у тому числі на режимах злету/посадки [9,124-130], висіння 

[131-133], крейсерського польоту [134-138] тощо. 

Водночас, обмеженість енергетичних ресурсів, жорсткі вимоги до тривалості 

польоту, необхідність оперативної зміни траєкторії польоту при подоланні 

перешкод на землі, значна чутливість до атмосферних збурень через унікальні 

аеродинамічні властивості, обумовлюють необхідність здійснення польоту 

автоматично керованих АЛА за енергетично ефективними траєкторіями під час 

виконання певної місії. Тому, при плануванні енергетично ефективних польотів 

автоматично керованих АЛА є доцільним виконання оптимізації його керування з 

метою забезпечення відповідних траєкторій польоту для гарантії того, що буде 

досягнуто бажане положення у заданий час з прийнятною якістю та точністю.  
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1.4.2. Оптимальне керування траєкторним рухом 

 

Важливість оптимального польоту дирижабля вперше обґрунтував М. Munk у 

1922 році. Базуючись на доступному на той час навігаційному обладнанні, Munk 

досліджував сталі повітряні швидкості, які дають змогу мінімізувати споживання 

палива на обраній дистанції [139].   

На цей час, враховуючи підвищений останнім часом інтерес до стратосферних 

дирижаблів завдяки специфіки їх застосування, основна кількість публікацій з 

оптимізації керування траєкторним рухом дирижаблів присвячена саме цьому 

типовому представникові АЛА. Стисло зупинимося на отриманих результатах. 

В роботі [140] задача оптимізації траєкторії польоту стратосферного дирижабля 

при наборі висоти в умовах наявності вітру із початкових в задані кінцеві умови 

сформульована як задача нелінійного оптимального керування. Як критерії 

оптимальності прийнято мінімальне значення лінійної комбінації часу польоту та 

величини споживаємої енергії. Задача оптимізації траєкторії зведена до задачі 

параметричної оптимізації з використанням методу коллокації,  отримано чисельний 

розв’язок крайової задачі.  

В роботі [141] розв’язується задача знаходження оптимальної траєкторії набору 

висоти стратосферним дирижаблем з використанням енергії вітру з метою 

мінімізації часу набору висоти та мінімізації енергії, що витрачається на набір 

висоти. Розглядається нелінійна динамічна модель дирижабля. Проблема 

оптимального керування зводиться до проблеми нелінійної параметричної 

оптимізації з використанням методу  коллокації та розв’язується чисельно за 

допомогою пакета програм SNOPT і застосуванню метода послідовного 

квадратичного програмування.  

В роботах [142-144] проведено дослідження оптимальної траєкторії підйому та 

спуску стратосферного дирижабля з використанням енергії вітру та 

термодинамічних внутрішніх та зовнішніх факторів для досягнення заданої висоти 

польоту за мінімальний час та мінімальною витратою енергії. Проблема нелінійного 
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оптимального керування зведена до проблеми нелінійної параметричної оптимізації 

та чисельно розв’язана з використанням пакета програм SNOPT. 

Робота [145] присвячена розв’язанню задачы траєкторный оптимізації польоту 

дирижаблів невеликих розмірів на злетно-посадкових режимах за допомогою 

псевдо-спектрального методу Legendre-Gauss-Radau. Застосовувавши апроксимацію 

змінних стану та керування інтерполяційними поліномами Лежандра, які швидко 

диференціюються та інтегруються, задача оптимального керування зведена до задачі 

нелінійного програмування, яка чисельно розв’язана за допомогою програмного 

продукту PSOPT. Перевагою цього підходу, за думкою автора,  є експоненціальна 

збіжність під час знаходження оптимального керування. 

Однак, незважаючи на наявність достатньо великої кількості публікацій з 

автоматизації польоту автономних АЛА і, зокрема, роботизованих дирижаблів, 

більшість запропонованих підходів до синтезу їх систем керування базується на 

класичних методах проєктування систем керування літальних апаратів, які не 

враховують нелінійність та багатозв'язність математичної моделі динаміки 

польоту АЛА. Це може не тільки не дозволити досягти необхідних кількісних 

показників, що пред’являються до точності траєкторного руху автономних АЛА, але 

й призвести до втрати якісних властивостей замкненої системи.  

Крім того, у відомих роботах для розв’язання задач оптимізації керування 

траєкторним рухом автономних дирижаблів, застосовуються, в основному, 

традиційні методи чисельного розв’язання крайових задач (варіаційні методи, 

принцип максимуму Понтрягіна, метод динамічного програмування тощо) та їх 

модифікації. Як відомо, використання необхідних умов оптимальності в цих 

методах призводить, у загальному випадку, до важкорозв’язуваної двоточкової  

крайової задачі або розв’язанню нелінійних диференціальних рівнянь у часткових 

похідних. При цьому, вплив параметричних збурень та збурень навколишнього 

середовища на політ автоматично керованого дирижабля потребує неперервної 

оптимізації в реальному часі траєкторії польоту засобами бортових ЕОМ. Це 

призводить до великих обчислювальних труднощів. 
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Методи синтезу алгоритмів керування, що застосовуються на цей час для 

автоматизації руху автономних АЛА, не забезпечують досягнення необхідної якості 

керування та розв’язання цільової задачі стосовно виведення багаторежимного 

апарата на задану висоту із заданою точністю. При цьому, на сьогодні, питання 

оптимізації траєкторій злету/посадки та набору висоти у реальному часу для 

багаторежимних автономних АЛА не розв’язані. У зв‘язку з цим, актуальність 

задачі розробки методів синтезу алгоритмів оптимального керування автономним 

АЛА на етапах злету/посадки та набору висоти з урахуванням його 

багаторежимності визначається, з одного боку, затребуваністю в автономних АЛА, а 

з іншого – недостатньою проробкою методів оптимізації алгоритмів керування, що 

дозволяють виведення автономних багаторежимних АЛА на задану висоту із 

заданою точністю у реальному часі. Тому це питання включене до переліку задач 

досліджень дисертаційної  роботи. 

 

1.5. Постановка задачі синтезу оптимального багатоетапного  

керування ЛА 

 

Розглянемо математичну постановку задачі оптимального керування процесом 

багатоетапного виведення ЛА на задану висоту. Увесь процес виведення умовно 

розіб’ємо на r  заданих часових інтервалів, усередині яких параметри апарату не 

мають стрибкоподібних змін і не відбувається перемикання керування: ,1−−= iii ttT  

,,1 ri =  
=

=
r

i
i TT

1

,  де T - час процесу керування. У подальшому будемо вважати, що всі 

ці зміни відбуваються на межах вибраних інтервалів. 

У загальному вигляді вихідна математична модель багатоетапного руху 

літального апарата може бути подана векторним нелінійним диференційним 

рівнянням: 

),,,( iiii
i vuxtf

dt

dx
= ,  ,)( 0

1 iii xtx =−   ri ,1= , (1.1) 
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де )(txx ii =  - n -вимірний вектор стану; )(tuu ii =  - m -вимірний вектор керування; 

( )tvv ii =  -  -вимірний вектор збурень; if  - неперервна та неперервно 

диференційована за сукупністю змінних iii vuxt ,,,  нелінійна вектор-функція 

узагальненої сили;  .,1 ii ttt − .  

Задача термінального багатоетапного керування полягає у переведенні 

літального апарата із заданого початкового стану )( 01 tx  в кінцевий (термінальний) 

стан )(Txr , визначений у момент часу Tt =  q -вимірним ( nq  ) векторним рівнянням: 

  0),( =TTxS r . (1.2) 

Якість процесу керування оцінюється функціоналом:  

  
=

+=
r

i

T

t

iiiir dtvuxtTTxGI

1
0

,),,,(),(  (1.3) 

де задані функції G  та iФ  мають неперервні частинні похідні за .,, iii vux  Вважаємо, 

що обмеження на вектори стану та керування враховуються під час обрання вигляду 

функціоналу (1.3), наприклад, методом штрафних функцій [65, 146]. Спряження 

кінцевих умов попередніх ділянок та початкових умов наступних ділянок процесу 

керування задається у формі заданих крайових умов: 

  ,0;),(;),( 0
1

0
1

=
++ iiiiiiii TuTuxTx  .,1 ri =  (1.4) 

Програмне керування ( )tuu = , яке оптимізує функціонал (1.3), реалізує 

оптимальне керування за розімкнутим контуром та гарантує виконання кінцевих 

умов (1.2), коли немає дії збурювань. У реальних умовах дія зовнішнього 

середовища ( )tvi  чине значний вплив на динаміку руху апарата. З метою компенсації 

цих збурень синтезують закон оптимального за критерієм (1.3) керування із 

зворотним зв’язком вигляду: 

                   ),( txuu = . (1.5) 

Керування (1.5) використовує у кожний момент часу t  інформацію про 

поточний стан )(tx , забезпечує приведення літального апарата із довільного 

початкового стану в кінцевий (1.2) при дії збурювань.  
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1.6. Гарантовано-адаптивне керування 

 

При функціонуванні реальних об’єктів керування характерним є значна 

невизначеність відносно діючих на об’єкт збурень. Збурюючі фактори, впливаючи 

безпосередньо на БЛА і на процеси керування, у кінцевому рахунку, призводять до 

погіршення льотних характеристик та зниження точності керування.  

Синтез оптимального багатоетапного керування БЛА при дії невідомих збурень 

є складною проблемою. Питання побудови систем керування гарантованої точності 

за довільних збурень, незважаючи на свою актуальність, не мають на сьогодні 

однозначного розв’язання. Високий порядок нелінійних диференціальних рівнянь 

руху літального апарата, зміна в широкому діапазоні динамічних характеристик 

апарата, невідомі стохастичні характеристики збурювань тощо, ускладнюють 

розв’язання цієї проблеми. Крім цього, є труднощі з урахуванням збурювань, 

пов’язаних із розкидом початкових умов, виникненням позаштатних ситуацій, 

наприклад, відмовою двигунів на етапі виведення. Значна тривалість польоту 

багаторежимних ЛА в атмосфері та високі вимоги до термінальних параметрів при 

їх виведенні на задану висоту потребують розробки методів урахування впливу 

збурювань з невідомими стохастичними характеристиками на досягнення цілей 

керування.  

 

1.6.1. Аналіз відомих публікацій 

 

Для розв’язання задач оптимального керування траєкторним рухом ЛА при дії 

збурювань широке розповсюдження отримали методи стохастичної оптимізації, 

теорії адаптивно-робастного керування, нейро-нечіткового керування. 

Для дослідження впливу дії випадкових збурювань з відомими 

характеристиками широко використовуються методи стохастичної оптимізації [147-

149]. Велике значення у розвитку статистичних методів дослідження систем 

керування мають роботи B.C. Пугачьова, В. В. Солодовникова, Є.С. Вентцель,   

І.А. Богуславського, С.А. Кабанова, И.Е. Казакова, А.А. Красовського, Г. Крамера, 
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М.Н. Красильщикова, В.В. Малишєва, П.С. Матвєєва, А.А. Свєшнікова,  

А.В. Солодова, А.С. Шалигіна, Р. Фішера, Є. Пірсона, Н. Вінера, Л. Заде, Р. Калмана 

та інших вчених. Однак, статистичні характеристики випадкових збурень,  які діють 

на ЛА, як правило, невідомі, що ускладнює застосування методів стохастичної 

оптимізації.  

Для синтезу системи керування ЛА при дії як детермінованих, так й випадкових 

збурювань з невідомими статистичними характеристиками, важко використовувати 

й методи нейро-нечіткого керування [149], так як за відсутності апріорної 

інформації про зовнішні збурювання експериментальні дані та навчальні тести 

будуть неповними, а модель буде неадекватною. У такому випадку необхідне 

перелаштування коефіцієнтів нейромережі в режимі реального часу, у той самий 

час, як для компенсації збурювань потрібно десяті частки секунди.  

Відомі робастні методи забезпечують добрі властивості системи лише у 

певному діапазоні зміни збурювань або в стаціонарних режимах функціонування та 

апріорної інформації про збурювання, реалізують прогнозування динаміки системи 

без оцінювання діючих збурень. Регулятори в таких системах здебільшого мають 

високу розмірність, а інколи бувають істотно нелінійними [150].  

Таким чином, для синтезу систем керування БЛА при дії збурень 

детермінованого або випадкового характеру з невідомими статистичними 

властивостями, необхідно удосконалювати наявні методи, або шукати нові методи 

синтезу керування. 

Одним з можливих напрямків розв’язку задачі оптимізації траєкторії 

багатоетапного траєкторного руху ЛА з гарантованим досягненням заданих 

термінальних параметрів в умовах впливу невизначених зовнішніх збурень є 

застосування стратегії гарантовано-адаптивного підходу до синтезу алгоритмів 

керування траєкторіями руху.  

Задача синтезу гарантовано-адаптивного керування при невизначених умовах 

впливу збурень потребує переходу від задач оптимізації до задач двобічної 

оптимізації, що розглядаються в теорії диференціальних ігор [151-154]. Ця стратегія 

використовує принцип максимального гарантованого результату, так як процес 
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керування розглядається за найбільш несприятливих умов, що можуть мати місце 

при впливі збурювань. В таких умовах задача термінального керування 

розглядається як математична модель диференціальної гри двох гравців, 

дослідження якої засновано на принципі максимального гарантованого результату 

[153]. Істотний внесок у становлення та розвиток теорії диференціальної гри внесли 

Р. Айзекс, Л.С. Понтрягін, М.М. Красовський, А.І. Субботін, А.Б. Куржанський, 

Л.А. Петросян, Б.Н. Пшеничний, А.Г. Ченцов, Ф.Л. Черноусько, R. Isaacs, M.G. 

Crandall, P.L. Lions, L. Berkovitz, P. Bernhard, A. Blaquire, J.V. Breakwell, W.H. 

Fleming, G. Leitmann та багато інших вчених. Задача керування ЛА в умовах 

вітрових збурень на основі методів теорії диференціальних ігор розглянута в 

роботах В.М. Кейна, Н.Д. Боткіна, О.А. Толпєгіна,  B.C. Пацько, М.А. Зарха, В.Л. 

Баранова, О.С. Уруського, А.А. Сизовой, М.А. Смольниковой, H.J. Pesch, 

R. Bulirsch, F. Montrone, та ін.  

Для розв’язання задач термінального керування за допомогою диференціальних 

ігр використовуються методи Р. Айзекса [152], М.М. Красовського [151,155,156] та 

ін. У монографії Р. Айзекса [152] для розв’язання диференціальних ігор 

використаний підхід, що примикає до методу динамічного програмування та 

ґрунтується на інтегруванні спеціального рівняння у часткових похідних. Розв’язок 

цього рівняння визначає мінімаксне значення критерію оптимальності, що в теорії 

ігор називається ціною гри. У цьому випадку оптимальні керування гравців 

розглядаються як функції від позиції гри. Інтегрування цього рівняння, зазвичай, 

представляє собою дуже складну задачу. Ціна гри часто є розривною функцією 

позиції гри, тому використання даного підходу вимагає спеціального аналізу 

розв’язків поблизу поверхней розриву функції ціни гри або її часткових похідних. 

Конкретні розв’язки цього рівняння відомі лише у часткових випадках, що 

відносяться виключно до систем невисокого порядку. 

Для розв’язання технічних задач частіше застосовують методи теорії 

позиційних стратегій [154], коли керування гравців обирається в дискретні моменти 

часу на основі розв’язку допоміжних мінімаксних задач програмного керування. Для 

їх розв’язання застосовують необхідні умови оптимальності, що є аналогічними 
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принципу максимуму Понтрягіна, або методи, засновані на розрахунку областей 

досяжності (ОД), які запропонував М.М. Красовський [151,153,155,156]. Найбільш 

універсальним для розрахунку ОД як лінійних так й нелінійних динамічних систем є 

метод, що ґрунтується на розрахунку точок межи ОД. В цьому випадку межа ОД 

будується по точкам, для обчислення яких розв’язуються допоміжні задачі 

оптимального програмного керування на базі динамічного програмування або 

принципу максимуму, що значно ускладнює розв’язання задачі. У загальному 

випадку ці допоміжні задачі оптимального керування розв’язуються чисельно.  

 

1.6.2. Постановка задачі гарантовано-адаптивного керування 

  

Розглянемо задачу термінального керування процесом виведення 

багаторежимного ЛА на задану висоту за допомогою теорії диференціальних ігор.    

Модель диференціальної гри включає векторне нелінійне диференціальне 

рівняння багатоетапного траєкторного руху (1.1), кінцеві умови (1.2), функціонал 

оцінки  якісті процесу керування (1.3) та крайові умови для кожного підінтервалу 

керованого процесу  (1.4). Процес термінального виведення ЛА здійснюється в 

умовах невизначеності відносно дії збурень. Розкриття невизначеності, що 

викликана дією збурень, виконується на базі математичної моделі диференціальної 

гри, розглядаючи процес виведення при найбільш несприятливих умовах дії 

збурень. Вважаємо, що як перший гравець, який реалізує керування ),( txu , 

розглядається система керування ЛА. Вектор збурювань ),( tx  формується другим 

гравцем. Мета першого гравця полягає у такому приведенні ЛА із заданого 

початкового стану в кінцевий (1.2), при якому мінімізується функціонал (1.3) за 

умови його максимізації вектором збурень. Стратегії гравців 0u  та 0  будуть 

оптимальні, якщо виконується умова сідлової точки [151,153]: 

).,(),(),( 0000  uIuIuI  (1.6) 
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Керування 0u , що задовольняє умові (1.6) та забезпечує отримання 

гарантованої оцінки якості процесу приведення ЛА у задану точку простору та 

адаптивність до конкретного виду дії збурень, є гарантовано-адаптивним [157,158]. 

Незважаючи на те, що врахування найгіршої ситуації впливу збурень 

призводить до найгіршого значення критерія оптимальності порівняно зі значенням, 

отриманим звичайними методами оптимізації, застосування теорії диференціальних 

ігор дає змогу гарантувати досягнення заданої області термінальних умов за будь-

якого закону дії збурень у межах заданих обмежень. 

Дана задача з використанням диференціально-ігрового підходу у застосуванні 

до процесу виведення АКС на орбіту розглянута у працях [25,157]. Нелінійна 

математична модель диференціальної гри для безпілотних ЛА на етапі їх 

багатоетапного термінального виведення в умовах невизначених збурень ще не 

розглядалася. 

Застосування математичної моделі диференціальної гри для синтезу   керування 

ЛА на етапі їх багатоетапного термінального виведення дає змогу отримувати 

гарантовано-адаптивні алгоритми автономного керування, які забезпечують малу 

чутливість до відхилення початкових умов від розрахункових значень, до зміни 

динамічних параметрів ЛА і впливу параметрічних та зовнішніх збурень.  

Вищезазначена математична модель диференціальної гри (1.1)-(1.4) є 

універсальною та може використовуватися для керування рухом різноманитних 

типів БЛА (АКС, АЛА, КА тощо) у реальному часі на різних етапах їх польоту. 

Відміності будуть тількі у вигляді рівнянь руху, початкових та термінальних умов, 

вигляду функціоналу та складу компонент вектору стану. 

Проблема обчислювальної складності реалізації гарантовано-адаптивних 

алгоритмів багатоетапного керування ЛА така сама як й для відповідних задач 

оптимального керування. Для подолання обчислювальної складності застосування 

теорії диференціальних ігор для синтезу алгоритмів багатоетапного керування БЛА 

необхідно розробляти нові методи або модернізувати існуючі. 



80 

  

Враховуючи те, що нелінійні задачі гарантовано-адаптивного виведення БЛА у  

задані термінальні умови з урахуванням багатоетапності їх траєкторного руху ще 

мало вивчені, вони включені до переліку основних задач дисертаційної роботи. 

 

1.7. Багатокритерійна задача багатоетапного оптимального керування  

літальними апаратами 

 

Процес багатоетапного оптимального керування рухом ЛА оцінюється 

багатьма критеріями, залежно від характеристик літального апарату, цільової задачі 

та функціонування систем апарата на окремих ділянках траєкторії польоту. 

Наприклад, виведення РН або АКС на орбіту оцінюється масою корисного 

навантаження, що виводиться на орбіту, витратою палива на процес виведення, 

часом виведення на орбіту, помилками досягнення термінальних умов, тепловими 

навантаженнями, перевантаженнями під час виведення, обмеженнями на 

швидкісний напір, піднімальну силу, кут атаки тощо. Глобальний критерій оцінки 

усієї транспортної космічної системи потребує максимуму маси корисного 

навантаження, що виводиться на орбіту. Відомо, що задача максимізації маси 

корисного навантаження еквівалентна задачі мінімуму витрати палива, яка, у свою 

чергу, за постійної швидкості витрати палива еквівалентна задачі мінімізації часу 

виведення транспортної космічної системи на орбіту [57].  

Експлуатація БАЛА також має свою специфіку, їх динаміка відрізняється від 

динаміки традиційних літальних апаратів, наприклад, значним впливом значення 

приєднаних мас та моментів інерції через значний об’єм корпусу, способом 

надолуження «втрати ваги» через витрати палива, більшою чутливістю до поривів 

вітру, атмосферним збуренням, а також способом здійснення злету та посадки. Крім 

того, обмеженість енергетичних ресурсів та жорсткі вимоги до тривалості польоту 

обумовлюють необхідність здійснення польоту БАЛА за енергетично ефективними 

траекторіями під час злету, набору висоти, позиціонування, зниження та посадки. 

При оптимізації траєкторії польоту автоматично керованих БАЛА враховують, як 
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правило, наступні параметри [9,140,141]: тривалість польоту, споживання енергії 

при виконанні конкретної місії, похибки досягнення термінальних умов тощо.  

Наведені критерії як для АКС, так саме й для АЛА часто суперечать один 

одному, однак не можна нехтувати жодним з них, оскільки тільки у своїй сукупності 

вони дають повне уявлення про керований рух ЛА. Системні властивості ЛА на 

кожному етапі процесу виведення кількісно оцінюються векторним критерієм 

якості, що складається з відповідних частинних критеріїв. При цьому, задача 

оптимізації полягає у знаходженні оптимального компромісного розв’язку серед 

усіх критеріїв якості, де часто при поліпшені одного з частинних критеріїв неминуче 

погіршуються інші. Таким чином, багатокритерійна задача термінального виведення 

ЛА (задача векторной оптимізації) повинна вирішуватися з урахуванням 

багатоетапного характеру процесу виведення.  

Розв’язанню задач багатокритерійної оптимізації займалися такі вчені, як: В.М. 

Глушков, В.С. Михайлевич, В.Л. Волкович, Т.К. Сіразетдінов, А.Н. Воронін, 

М.Е. Салуквадзе, Ю.К. Зіатдінов, Харченко А.В., В.Л. Баранов, О.С. Уруський, В.В. 

Подиновський, В.Д. Ногін, Ю.К. Машунін, Дж. Нейман, О. Моргенштерн,  

В. Нельсон, Р. Бенайюн, C.H. Vira,   Y.Y. Haimes та ін.  

 

1.7.1. Задача векторної оптимізації 

 

У загальному вигляді задача векторної оптимізації полягає у наступному [159-

161]. Нехай задана множина можливих рішень: ( )  ,,...,,: 21

n

n ExxxxxX ==  де −nE n-

мірний евклідовий простір і нехай є диференціальний або недиференціальний 

зв'язок .0)( xB  Якість розв’язку оцінюється по сукупності суперечливих частинних 

критеріїв, що утворюють k -мірну вектор-функцію   FxIxIxIxI k = )(),...,(),()( 21 , 

визначену на множині −FX , клас припустимих векторів ефективності. Вектор 

частинних критеріїв )(xI обмежений припустимою областю CxIC )(: або може бути 

не обмежений. Задача полягає у визначенні  такого розв’язку ,0 Xx  що при заданих 
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зв’язках і обмеженнях (якщо такі є в наявності) оптимізують у деякому змісті 

вектор-функцію (вектор ефективності) )(xI . 

Для розв’язання задач векторної оптимізації існують наступні методи:  

а) оптимізація ієрархічної послідовності критеріїв якості [162], б) визначення 

множини неполіпшуваних точок (Парето-рішення) [162], в) визначення розв’язку, 

заснованого на тому чи іншому методі компромісу [161].  

Перший метод заснований на визначенні порядку переваги тих або інших 

критеріїв. Тому він малоефективний, оскільки оптимізація по першому, найбільш 

важливому критерію вже призводить до єдиного оптимального розв’язку й все 

зводиться до оптимізації тільки за першим критерієм.  

У методі визначенні множини неполіпшуваних точок використовується тот 

факт, що область X  припустимих розв’язків багатокритерійної задачі складається з 

двох непересічних підобластей: області згоди CX  та області компромісів .KX   

В області згоди розв’язання можна поліпшити одночасно за всіма критеріями, а в 

області компромісів (області Парето або області неполіпшуваних точок) при 

полипшенні одного з частинних критеріїв неминуче погіршується хоча б один з 

інших критеріїв. 

У методах, заснованих на тому чи іншому вигляді компромісу, застосовується 

принцип справедливого компромісу, відповідно до якого відносний рівень зниження 

якості по одному або декільком критеріям не повинний перевищувати відносного 

рівня підвищення якості за іншими критеріями. Для розв’язання задачі векторної 

оптимізації з використанням одного з цих методів вибирають деяку схему 

компромісів, що дозволяє перейти від загального векторного виразу до скалярной 

функції частинних критеріїв [161]. Розв’язком багатокритерійної задачі може бути 

тільки компромісний розв’язок, що задовольняє у тому чи іншому сенсі усім 

компонентам векторного критерію. Як опорна множина для обрання єдиного 

розв’язку багатокритерійної задачі може служити множина непокращуємих по 

Парето ( -оптимальних) керувань. Ця множина є непокращуємою у тому сенсі, що 

для кожної точки отримання єдиного розв’язку багатокритерійної задачі, що має 
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множину розв’язків як множина Парето, можливе шляхом зведення задачі до 

однокритерійної або до наперед визначеної послідовності однокритерійних задач.  

 

1.7.2. Аналіз методів розв’язання багатокритерійних задач оптимізації 

 

Розглянемо основні положення методів розв’язання багатокритерійних задач 

оптимізації, на базі яких можлива розробка чисельних методів формування 

оптимального керування траєкторіями аерокосмічних апаратів [159-161].   

1. Методи, що засновані на згортанні критеріїв. Частіше усього застосовується 

лінійна скалярна згортка частинних критекріїв: 


=

=
p

j

jj IJ
1

 , 

де jI  - частинні критерії, 0j  - вагові коефіцієнти, 
=

=
p

j

j

1

.1  

Задача зводиться до однокритерійної, якщо вдається обгрунтувати введення 

вагових коефіцієнтів, які характеризують відносну важливість критеріїв. Вагові 

коефіцієнти звичайно нормуються, складаючи у сумі одиницю. Основною 

перевагою методів, заснованих на згортанні критеріїв, є виконання умов 

оптимальності по Парето. До недоліків підходу, що розглядається, відноситься те, 

що звичайно відома лише порівнювальна важливість критеріїв, але важко апріорі 

знайти чисельні значення вагових коефіцієнтів, які задовольняють усім можливим 

ситуаціям. Крім проблеми обрання вагових коефіцієнтів даний підхід не враховує 

обмеження на частинні критерії. У ряді випадків малим приростанням вагових 

коефіцієнтів відповідають велики приростання цільових функцій, і отриманий 

розв’язок є нестійким [163].  

В роботі [162] запропоновано підхід, який використовує ідею визначення 

ідеальної (утопічної) точки в просторі критеріїв якості і введенні норми в цьому 

просторі. Координати утопічної точки визначаються як розв’язки r  задач 

оптимізації для кожного частинного критерію ,,1),( rjxI j =  узятого окремо 

 ,)(...,),(),( **

22

*

11

*

rr xIxIxII =  і розшукується мінімальна відстань від цієї точки до області 
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Парето:   −−=−= 
=


)(,)()(min)()(min)(min

2

1

*
2

* xRxIxIxIxIxR
r

j

jjj
XxXxXx

квадрат евклідової 

норми. 

Отриманий в такій способ компромісний розв’язок є Парето-оптимальним і 

забезпечує максимальну близькість критеріїв якості до своїх найкращих значень. 

Даний підхід не потребує вибору вагових коефіцієнтів r ,...,, 21  , що викликає 

особливі ускладення при розв’язанні задач оптимального керування. Істотним 

недоліком даного підходу є відсутність обмежень на вектор частинних критеріїв, що 

може привести до того, що знайдений розв’язок буде виходити за межи цих 

обмежень. Крім цього, метод досить трудомісткий, оскільки потребує розв’язання 

декількох задач оптимізації щодо знаходження координат утопічної точки і 

мінімізації відстані від її до області Парето [164]. 

2. Методи, що використовують обмеження на критерії. Багатокритерійная 

задача з урахуванням обмежень на частинні критерії розглядалася, наприклад, в 

роботі [165]. Для пошуку розв’язку задача зводилася до трудомісткої задачі 

нелінійного тпараметрічного програмування, що належить до розряду 

багатоекстремальних задач (складність зростає експоненціально залежно від 

розмірності задачі). Це не дозволяє даний метод використовувати в системах 

реального часу.  

Автоматизувати пошук єдиного розв’язку багатокритерійної задачі дає змогу 

метод послідовних поступок [166,167]. У цьому випадку критерії розташовуються та 

нумеруються у порядку убування важливості. Потім відбувається послідовна 

оптимізація критеріїв, починаючи з першого, за умови наявності можливості 

деякого погіршення попередніх критеріїв (припустимої поступки). Після оптимізації 

останнього за важливістю критерію за умови виконання заданих обмежень на усі 

критерії, розв’язок задачі вважається знайденим. До недоліків методів, побудованих 

на  послідовних поступок, відноситься те, що, по-перше, отриманий розв’язок у 

загальному випадку не оптимальний по Парето, а, по-друге, ускладнено апріорне, на 

усі можливі випадки, призначення величин поступок, які, як правило, непорівнянні 

між собою.  
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 3. Методи цільового програмування. Ці методи припускають наявність певної 

цілі за кожним з критеріїв. Величини цілей використовуються при перетвореннях 

вихідної задачі в задачу цільового програмування, яка відповідно до [168] подається 

як мінімізація деякої суми відхилень з нормованими вагами.  Основними недоліками 

методів цільового програмування є непорівняння різниць критеріїв і величин 

відповідних цілей, а також труднощі з обранням вагів.   

4. Методи, що засновані на відшукуванні компромісного розв’язку. Схема 

компромісів визначає, у якому саме сенсі отриманий багатокритерійний розв’язок 

краще інших парето-оптимальних розв’язків. З точки зору формалізації доцільно 

задачу обрання схеми компромісів замінити еквівалентною задачею синтеза деякої 

єдиної скалярної згортки частинних критеріїв, яка в різних ситуаціях виражала би 

різні принципи оптимальності. Розповсюдженим підходом у розв’язках 

багатокритерійних задач оптимізації технічних систем є застосування нелінійної 

схеми компромісів, яка була запропонована А.М. Вороніним [169-171] та має вигляд: 

  ,)(minarg
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де mjI   - обмеження зверху для частинного критерію .,1, rjI j =  

Дана нелінійна згортка застосовується у випадку, коли не потрібно враховувати 

індивідуальні переваги особи, що здійснює розв’язання задачі. В іншому випадку 

можна використовувати згортку у наступному вигляді: 
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,1,,1,0   −j вагові коефіцієнти, обрані з урахуванням переваг. 

Переваги методу нелінійної схеми компромісів [164,171] полягають в тому, що, 

по-перше, даний метод є досить простим з обчислювальних витрат і при цьому 

дозволяє одержати розв’язання задачі з множині Парето з урахуванням обмежень за 

принципом «якомога далі від обмежень». По-друге, прийнята скалярна згортка при 

опуклості частинних критеріїв має властивість унімодальності (тобто задача стає 

одно екстремальною). Також нелінійна схема компромісів має властивість 
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безупинної адаптації до різних ситуацій, у яких потрібно прийняти 

багатокритерійний розв’язок. У напружених ситуаціях (коли один або декілька 

частинних критеріїв знаходяться в небезпечній близькості від обмежень) вона діє 

еквівалентно мінімаксной моделі. У досить спокійних ситуаціях ця згортка діє 

еквівалентно моделі інтегральної оптимальності (тобто еквівалентно економічній 

схемі компромісів). Більш дітальніше багатокритерійні моделі оптимізації 

динамічних процесів будуть розглянуті у п. 5.2. 

Основна складність розв’язання багатокритерійних задач полягає у тому, що 

оцінювання їх обчислювальної складності експоненціально залежить від розмірності 

простору змінних та лінійно від розмірності вектору частинних критеріїва якості 

критерію [171]. Тому задача побудови багатокритерійних алгоритмів термінального 

виведення багаторежимних ЛА у реальному часі має певні труднощі і є проблемною 

задачею. В роботі [172] запропонований підхід до розв’язання задачі побудови 

багатокритерійних алгоритмів виведення АКС на орбіту в реальному часі, 

заснований на застосуванні математичного апарата диференціальних перетворень. 

Однак він не враховує багатоетапний  характер руху АКС, що може відбитися на 

ефективності запропонованих алгоритмів і точності досягнення термінальних умов. 

Крім цього, залишаються труднощі з диференціальним перетворенням нелінійних 

складових вихідних диференціальних рівнянь руху. У зв’язку з цим 

багатокритерійна задача термінального керування багаторежимними ЛА включена 

до переліку основних задач досліджень дисертаційної роботи. 

 

1.8. Диференціальні перетворення та їх застосування до розв’язання задач 

оптимального керування 

 

Крайові задачі, які описуються нелінійними звичайними диференціальними 

рівняннями, у загальному випадку, не мають аналітичного розв’язку і для їх 

розв’язання використовуються різні наближені та чисельні методи, які довели свою 

ефективність. Застосування більшості з них  пов’язано з чисельним інтегруванням 

або диференціюванням, спряжено із подоланням низки математичних та 
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обчислювальних складностей, потребує значного обсягу обчислень і, у ряді 

випадків, не забезпечує заданої точності розв’язку.  

В основу методів операційного числення покладено ідею функціонального 

перетворення деякої функції дійсної змінної, що називається оригіналом, в функцію 

іншої змінної, що називається зображенням, яка може бути змінною іншого класу – 

комплексною, цілочисельною тощо. Відомі та широко застосовуються в різних 

галузях науки та техніки інтегральні перетворення Лапласа і Фур’є, відповідно до 

яких перехід з області оригіналів в область зображень здійснюється за допомогою 

операції інтегрування. Загальновідомі труднощі, які виникають при виконанні 

інтегральних перетворень над нелінійними функціями та обмежуючих їх 

застосування класом лінійних рівнянь з лінійними граничними умовами. Однак й 

для лінійних задач зворотний перехід в область оригіналів для функцій довільного 

вигляду є достатньо трудомісткою задачею, пов’язаною з інтегруванням 

аналітичних залежностей [173,174].  

У класі операційних методів Г.Є. Пуховим розроблений метод  

диференціально-тейлоровських перетворень (ДТП) або, як його часто називають, 

метод основних диференціальних перетворень. Даний метод дає можливість 

досліджувати як лінійні так й нелінійні диференціальні рівняння та системи рівнянь, 

якщо функції, з яких вони утворюються, можна представити у вигляді рядів 

Тейлора, що збігаються. Метод ДТП дозволяє замінити операції диференціювання 

еквівалентними алгебраїчними операціями як у чисельному, так і в аналітичному 

вигляді [175-177].  

Диференціально-тейлоровські перетворення порівнянно з інтегральними 

перетвореннями має суттєві переваги [178]: 

- перехід з області оригіналів в область зображень здійснюється без внесення 

методичних похибок; 

- розроблений математичний апарат, який дає змогу формалізувати перехід в 

область зображень та уникнути аналітичного визначення старших похідних від 

складних функцій. Встановлена система правил та формул, що визначає 

відповідність математичних дій в області оригіналів і в області зображень. 
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Зокрема, така розповсюджена нелінійна операція в області оригіналів, как 

множення функцій, подається формулою алгебраїчної згортки скінченої 

довжини для зображень цих функцій. Це дає можливість істотно спростити 

отримання зображень нелінійних функцій порівняно з інтегральними 

перетвореннями; 

- зворотний перехід в область оригіналів виконується найпростішою операцією 

підсумовування; 

- дають змогу отримувати розв’язки систем диференціальних рівнянь як в 

чисельному, так й в аналітичному вигляді на заданому інтервалі. 

Крім цього, необхідно відзначити, що МДП може бути застосований 

безпосередньо до розв’язання систем нелінійних диференціальних рівнянь без їх 

попередньої лінеаризації, усуває залежність змінних від часового аргумента та 

значно зменшує обсяг обчислень. 

 

1.8.1. Основні положення методу диференціальних перетворень 

 

Диференціальні перетворення дають змогу замінити в математичній моделі 

фізичного процесу функції )(tx  неперервного аргументу t  їх спектральними 

моделями у формі дискретних функцій ( )kX  цілочислового аргументу ,...2,1,0=k  

Основними диференціальними перетвореннями функції )(tx  називаються 

функціональні перетворення вигляду: 
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де )(tx  - оригінал, що являє собою неперервну, диференційовану нескінченну 

кількість разів і обмежену разом із усіма своїми похідними функцію дійсного 

аргументу t , )(kX  - диференціальне зображення оригіналу (диференціальний спектр), 

що являє собою дискретну функцію цілочислового аргументу ,...2,1,0=k  (дискрети 

диференціального спектра), H - масштабна стала, яка має розмірність аргументу t  і 

часто рівна відрізку Ht 0 , на якому розглядають функцію )(tx .  
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Перехід від зображень )(kX  шуканих функцій до оригіналів )(tx  можливий або у 

формі степеневого ряду Тейлора (обернене перетворення тейлорівського типу): 
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та за 1=H : 
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або за допомогою нетейлорівських перетворень: 

),()( Cttx = . (1.10) 

Тут С  – вільні коефіцієнти апроксимуючої функції або відповідного ряду. 

Відновлення функції )(tx  у вигляді (1.10) більш доцільно, якщо про неї відома 

додаткова інформація. У цьому випадку, шукану функцію іноді вдається відновити 

на нескінченному напівінтервалі. Точка розкладу оригіналу )(tx  в ряд Тейлора в 

основних диференціальних перетвореннях розташовується у початковій точці 

часового аргументу 0=t . 

Загальна процедура застосування диференціальних перетворень полягає у 

наступному. Усі функції, що належать заданій математичній моделі, а також 

операції над ними перетворюються в область зображень за допомогою 

диференціальних перетворень (1.7). Далі отримана алгебраїчна система рівнянь 

рекурентного типу розв’язується щодо невідомих зображень. На заключному етапі 

здійснюється перехід від зображень шуканих функцій до оригіналів або у вигляді 

відрізків степених рядів Тейлора (1.8) або за допомогою нетейлорівських 

перетворень (1.10). 

Поряд з основними ДП в [175-177] введені зміщені диференціально-тейровські 

перетворення (ЗДТП), отримані шляхом переносу центра розкладання оригіналу )(tx  

у степеневий ряд Тейлора з початкової точки часового аргументу  0=t  у довільну 

зміщену точку = tt . ЗДТП зі зміщенням праворуч та ліворуч від точки розкладання 

t мають вигляд: 
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де ( )+tx   і ( )−tx  – оригінали, які являють собою неперервні, нескінчену 

кількість разів диференційовані та обмежені разом з усьома своїми похідними 

функції; ( )tkX ,  і ( )tkX ,  – диференціальні зображення оригіналів ( )+tx  та ( )−tx  

відповідно, які являють собою дискретні функції цілочислового аргументу ,...2,1,0=k

;   – локальний часовий аргумент, значення якого обирається в інтервалах 10 h  і 

20 h ; 1h і 2h – масштабні сталі, які чисельно рівні відрізкам часового аргументу, 

на яких розглядають відповідно функції ( )+tx  і ( )−tx ;  – символ відповідності 

між оригіналами та їх диференціальними зображеннями. 

У перетвореннях (1.11) та (1.12) зліва від символу   стоїть пряме 

перетворення, а праворуч – обернене перетворення. 

Величини 21,, hhH  мають бути меншими за радіус  збіжності ряду в околі 

зміщеної точки t , який можна визначити на основі ознаки збіжності Даламбера: 
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Основні властивості диференціальних перетворень можна знайти, наприклад, в 

[175,176]. В роботах Ронто В.І. [179,180] проведено дослідження та надано 

математичне обґрунтування методу диференціальних перетворень.  

 

1.8.2. Застосування МДП до розв’язання крайових задач та задач 

оптимального керування 

 

Метод диференціальних перетворень та його модифікації часто 

використовуються для розв’язання крайових задач, які описуються як лінійними так 

й нелінійними  диференціальними рівняннями. Так, в роботах [181-183] за 

допомогою цього методу отримано аналітичний розв’язок двоточкових крайових 

задач різного порядку, наближений аналітичний розв’язок сингулярно збурених 

крайових задач отриманий у роботах [184-186]. В роботі [178] розглядалося 

застосування диференціальних перетворень для розв’язання задач динаміки. 

В працях [187-189] запропоновано метод моделювання фізичних процесів, що 

побудований на застосуванні зміщених диференціальних перетворень крайових 

задач. Метод дає змогу отримати аналітичний розв’язок, дозволяє суттєво зменшити 

обчислення при моделюванні у реальному часі та розширює область застосування 

аналітичних моделей на задачі з нелінійними крайовими умовами. Але це 

розширення області застосування може призвести до некоректної задачі, яку 

необхідно регуляризувати.  

В роботах [190,191] запропоновано чисельно-аналітичний метод розв’язання 

нелінійних крайових задач на засадах диференціальних перетворень їх 

математичних моделей та диференціально-тейлорівська модель нелінійних крайових 

задач на основі системоаналогового підходу, що дає змогу знайти точні значення 

невідомих крайових умов. 

Вперше метод диференціальних перетворень до моделювання задач 

оптимального керування застосував Пухов Г.Є. [175]. Подальше розповсюдження у 

напрямку оптимізації керування цей метод отримав у низці робіт вітчизняних та 

закордонних вчених. Коротко зупинемося на отриманих розультатах.  
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В роботі [192] запропоновано чисельний метод на основі диференціальних 

перетворень для розв’язання нелінійних оптимальних задач керування, 

сформульованих у вигляді крайових задач або диференціального рівняння 

Гамільтона-Якобі-Беллмана. Вихідна задача оптимального керування зводиться до 

розв’язання системи нелінійних алгебраїчних рівнянь, з розв’язку якої отримують 

чисельний оптимальний розв’язок у вигляді скінченого ряду Тейлора.  

В працях [193-195] запропонований підхід на основі диференціальних 

перетворень для розв’язання лінійної задачі оптимальної швидкодії з закріпленими 

або невідомими крайовими умовами. Даний підхід зводить вихідну задачу до 

еквівалентної їй задачі нелінійного програмування з наступним її розв’язанням 

відомими методами.  

В роботах [196,197] розглядається підхід для розв’язання лінійних та 

нелінійних квадратичних задач оптимального керування. Відповідна задача 

оптимального керування шляхом застосування принципу максимуму Понтрягіна 

зводиться до проблеми початкових значень з частково невідомими початковими 

значеннями. За допомогою МДП з розв’язку останньої знаходять невідомі початкові 

значення з наступним отриманням оптимального керування.  

В роботі [198] автор використовував диференціальні перетворення для 

отримання наближеного розв’язку задач оптимального керування для лінійних 

систем з квадратичним критерієм якості. ДТП застосовуються для розв’язання 

необхідних умов оптимальності, отриманих з принципу максимума Понтрягіна. 

Запропонований підхід дає змогу отримати закон оптимального керування із 

зворотним звязком та зменшує обчислення. 

Розповсюдження методу диференціальних перетворень у напрямку 

застосування до оптимізації керування процесом виведення авіаційно-космічної 

системи на орбіту отримало у працях Баранова В.Л., Уруського О.С., Гусиніна В.П. 

та ін. В роботі [199] запропонована модель оптимізації динамічних процесів, 

побудованої на диференціальних перетвореннях математичної моделі задачі 

оптимального керування, що дає змогу уникнути залежності змінних від часового 

аргумента та з’являється можливість будувати алгоритми оптимального керування 
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динамічними об’єктами в реальному часі. При моделюванні задач оптимального 

термінального керування АКС на етапі виведення на орбіту основні диференціальні 

перетворення застосовувалися в роботах [25,200-203]. Отримані алгоритмі 

оптимального програмного та замкненого керування забезпечують виконання 

заданих термінальних умов. 

Питанню багатокритерійного синтезу оптимального керування процесом 

виведення авіаційно-космічних систем на орбіту з використанням диференціальних 

перетворень присвячені роботи [25,204-207]. В працях [157,208] запропонований 

метод моделювання ігрових алгоритмів термінального керування динамічними 

обєктами, що заснований на диференціальних перетвореннях вихідних 

математичних моделей. Питання оптимізації траєкторного руху АЛА на етапі зльоту 

із застосуванням основних диференціальних перетворень розглянуто в роботах [209-

211].  

Отже, враховуючи перераховані вище роботи, диференціальні перетворення 

знайшли застосування в різних задачах аналізу, синтезу й оптимізації. Однак, поряд 

з явними перевагами даного методу, наприклад, такими, як можливість уникнути 

чисельного інтегрування диференціальних рівнянь, розширення області 

застосування на нелінійні системи вказаний підхід має обмеження, притаманні усім 

методам, які використовують ряд Тейлора. Це стосується, насамперед,  обмеження 

неперервного інтервалу, на якому розглядається задача, радіусом збіжності ряду 

Тейлора, а також необхідності забезпечення потрібної точності зменшенням 

інтервалу або більшою кількістью дискрет, які не можуть бути достовірно отримані 

з моделі внаслідок наявності завад і збурень, діючих на об’єкт. Одним з напрямків 

позбутися вищенаведених обмежень є застосування зміщених диференціально-

тейлорівських перетворень, які дозволяють досягти зменшення похибки 

апроксимації (нав’язки) під час обернених перетворень в часову область у формі 

рядів Тейлора. ЗДТП знаходять застосування в різних областях науки та техніки, у 

тому числі для розв’язання крайових задач [212], при моделюванні нестаціонарних 

фізічних процесів [213], розв’язання балістичних задач [214,215], некоректних задач 

для автоматичних систем кекрування [164], оптимізації динамічних об’ктів [189]. 
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Перевага використання зміщених ДТП порівнянно з основними ДТП збільшується в 

задачах моделювання динамічних процесів на значних часових інтервалах, однак 

призводить до значних ускладнень при складанні спектральної моделі динамічних 

процесів та збільшення кількості невідомих в системі скінчених рівнянь на n  

компонент вектору  = xtx )( . 

Слід зазначити, що при розв’язанні за допомогою як основних так й зміщених 

дифференціальних перетворень крайових задач, які описуються нелінійними 

диференціальними рівняннями, значні труднощі виникають під час отримання 

диференціальних зображень складних нелінійних функцій. Крім цього, відновлення 

розв’язку диференціального рівняння у вигляді ряду Тейлора у загальному випадку 

може бути неможливим через малий радіус збіжності, який може виявитися меншим 

за інтервал розв’язку. Оскільки на великих інтервалах похибка методу ДП значно 

збільшується, його застосування є доцільним, якщо немає вимог до високої 

точності. Для досягнення заданої точності необхідно обчислювати велику кількість 

дискрет диференціального спектру, що значно збільшує складність аналітичних 

перетворень. Тому актуальним є подальший розвиток методу диференціальних 

перетворень для можливості розв’язання нелінійних задач оптимального керування 

та моделювання динамічних процесів на більшому інтервалі розв’язку у реальному 

часі.  

 

1.9. Наукова проблема та задачі дослідження 

  

З врахуванням проведеного аналізу сучасного стану методів розв’язку задач 

оптимального керування ЛА встановлено, що задача оптимального термінального 

керування багатоетапним рухом БЛА, яка описується нелінійними 

диференціальними рівняннями, до сьогодні повністю не розв’язана та існує 

актуальна наукова проблема щодо розвитку та розробки нових ефективних методів 

розв’язання нелінійних задач оптимального керування рухом БЛА на основі 

диференціальних перетворень та їх застосування до оптимізації багатоетапного 

процесу виведення БЛА у задані термінальні умови.  
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Поставлена мета дисертаційного дослідження досягається розв’язанням 

наступних задач: 

1. Розвиток методу диференціальних перетворень для розв’язання нелінійних 

диференціальних рівнянь. 

2. Розвиток методу диференціальних перетворень для розв’язання крайових 

задач, що описуються нелінійними диференц2іальними рівняннями. 

3. Розвиток методу дискретно-аналітичного відображення у дискретні моделі 

нелінійних задач термінального виведення   ЛА. 

4. Розробка методу оптимізації багатоетапного керування процесом 

термінального виведення ЛА. 

5. Розробка методу багатокритерійної оптимізації процесів багатоетапного  

виведення ЛА у задані термінальні умови. 

6. Розробка методу оптимізації гарантовано-адаптивного керування  

термінальним виведенням ЛА в умовах дії невизначених збурень. 

7. Дослідження шляхів практичного застосування розроблених методів 

оптимізації до оперативного синтезу алгоритмів оптимального багатоетапного 

керування виведенням АКС та БАЛА у задані термінальні умови. 

 

Висновки до розділу 1 

 

1. Створення перспективних зразків авіаційно-космічної техніки та широкий спектр 

завдань, що на них покладаються, потребують розв’язання низки задач щодо 

виведення ЛА у задані термінальні умови та висувають проблему розробки 

ефективних методів розв’язання нелінійних задач оптимального керування рухом 

ЛА у реальному часі. 

2. Зазначено, що значна частина БЛА (РН, АКС, БАЛА та ін.) відносяться до 

багаторежимних літальних апаратів зі змінними під час функціонування 

характеристиками, а траєкторія їх руху при виведенні у задані термінальні умови 

є багатоетапною. 
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3. На основі аналізу наявних відомих методів адаптивного, оптимального та 

робастного керування, а також методів керування на основі інтелектуальних 

технологій зроблено висновок, що вони використовують різноманітні 

апроксимації та спрощення у математичній моделі руху, потребують чисельного 

інтегрування диференціальних рівнянь руху та не дозволяють максимально 

реалізувати можливості ЛА при виведенні у задані термінальні умови у реальному 

часі.   

4. Грунтуючись на аналізі особливостей процесів виведення сучасних БЛА у задані 

термінальні умови, на прикладі виведення АКС на орбіту та БАЛА на задану 

висоту, доведена необхідність постановки багатокритерійної задачі  

багатоетапного оптимального керування ЛА. 

5. Доведена необхідність постановки задачі гарантовано-адаптивного керування 

багатоетапним рухом ЛА при виведенні у задані термінальні параметри в умовах 

дії невизначених збурювань. 

6. Встановлено, що найбільш простими з обчислювальної точки зору, порівнянно з 

відомимі методами розв’язання задач оптимального керування у реальному часі, є 

операційні методи, що засновані на диференціальних перетвореннях вихідної 

математичної моделі в області зображень, в якій відсутній неперервний часовий 

аргумент. 

7. Відмічено, що основними обмеженнями методу диференціальних перетворень є 

обмеженість застосування інтервала, на якому збігаються ряди Тейлора шуканих 

функцій, складність отримання диференціальних зображень нелінійних функцій, 

необхідність обчислення великої кількості дискрет диференціального спектру для 

досягнення необхідної точності, що значно збільшує складність аналітичних 

перетворень. 

8. Зазначено, що на теперішній час існує необхідність подальшого розвитку  методу 

основних диференційних перетворень для його застосування до розв’язання 

нелінійних задач оптимізації багатоетапного керування ЛА, що є актуальним для 

максимальної реалізації їх можливостей під час виведення у задані термінальні 

умови. 
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9. Сформульовано наукову проблему та задачі досліджень. 
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РОЗДІЛ 2 

РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ТА 

КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НА БАЗІ МОДИФІКОВАНОГО МЕТОДУ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ 

 

2.1. Модифікований метод диференціальних перетворень для розв’язання 

нелінійних диференціальних рівнянь  

 

2.1.1. Багатоетапний метод диференціальних перетворень 

 

Для збільшення інтервалу розв’язку нелінійних звичайних диференціальних 

рівнянь та підвищення точності їх розв’язку застосуємо підхід, що поєднує метод 

основних диференціальних перетворень та метод припасовування. Даний підхід 

полягає у розбитті інтервалу розв’язку на підінтервали, формуванні умов 

сполучення кінцевих значень попереднього підінтервалу з початковими значеннями 

наступного підінтервалу, пошуку на кожному з підінтервалів розв’язку за 

допомогою МДП з врахуванням умов сполучення та отриманні загального розв’язку 

рівняння у вигляді об’єднання розв’язків на підінтервалах [216-218]. Метод на 

основі поєднання МДП та методу припасовування у подальшому будемо називати 

багатоетапним методом диференціальних перетворень (БМДП). 

Нехай, нелінійне звичайне диференціальне рівняння m -го ступеня має вигляд: 

 Ttxxtf m ,0,0),...,,x,( )( = . (2.1) 

із заданими початковими умовами: 

p
)( )0( cx p = , 1,...,1,0 −= mp . (2.2) 

 За допомогою методу основних диференціальних перетворень може бути 

отриманий розв’язок задачі (2.1)-(2.2) у вигляді: 

 


=

=

0

,0,)()(

k

k TttkXtx , (2.3) 
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 (2.4’) 

Як правило, для практичних застосувань диференціальних перетворень, 

функцію )(tx  визначають у вигляді скінченого ряду: 

 
=

=
N

k

k TttkXtytx

0

,0,)()()( . 

Розіб’ємо інтервал  T,0  на r  підінтервалів довжиною ,1 iii ttT −= −
,,1 ri = 

=

=
r

1i

i TT . 

У випадку, коли підінтервали мають однаковий крок rTh = , i -ий вузол розбиття 

дорівнює hiti = . Застосовуючи основні диференціальні перетворення до задачі 

(2.1)-(2.2) на першому підінтервалі  1,0 t  отримуємо наближений розв’язок у вигляді: 

 
=

=
N

k

k tttkXtytx

0
1111 ,0,)()()( . (2.5) 

Враховуючи початкові умови p
p

cx =)0(
)(

1  і вираз (2.4), можна знайти для 

першого підінтервалу усі значення диференціального спектру Nkk ,..2,1,0),(X1 = . Для 

2i  і для кожного наступного підінтервалу  ii tt ,1−  будуть використовуватися 

початкові умови, які є кінцевими умовами попереднього підінтервалу, тобто 

)()( 1

)(

11

)(

−−− = i

p

ii

p

i txtx . Тоді вираз (2.4) для i -ого підінтервалу набуде вигляду: 

.0,
)(

!
)(

1

1 







=

−=

− k
dt

txd

k

h
kX

itt

k

i

kk

i  (2.6) 

Застосуємо тепер основні диференціальні перетворення до задачі (2.1)-(2.2) на 

інтервалі  ii tt ,1− . Процес повторюється і, як результат, отримуємо послідовність 

наближених розв’язків ritxi ,...,1,0),( =  для розв’язку )(tx , де: 
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−− −=
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ii

k

iiii tttttkXtytx
0

11 ,,))(()()( . (2.7) 

Загальний розв’язок рівняння (2.1) з початковими умовами (2.2) отримуємо у 

вигляді об’єднання розв’язків на підінтервалах: 
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− Ttttytx

ttttytx
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.....
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)(

1

2122

111

, (2.8) 

за 1=r  маємо Th =  і БМДП зводиться до МДП. 

Приклад. Розглянемо квадратичне диференціальне рівняння Рікатті:  

.0)0(],2,0[,1)()(2
)( 2 =+−= xttxtx

dt

tdx
 (2.9) 

Точний розв’язок рівняння (2.9) має вигляд [219]: 
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2

1
2tanh21)( ttx . 

З урахуванням властивостей диференціальних перетворень запишемо рівняння 

(2.9) у спектральному вигляді: 

,,...2,1,0,0)0(

),()()()(2)1()1(

0

==

+−−=++ 
=

=

kX

kXkXkXkXk
k




 (2.10) 

де 






=
=

.1,0

0,1
)(

k

k
k  

Заданий інтервал розв’язання поділимо на r  підінтервалів однакової довжини 

rh /2=  і запишемо рівняння (2.10) для кожного підінтервалу: 

.,...,2),()(,0)0()0()0(

),()()()(2)1()1(

11111

0

ritxtxxxX

kXkXkXkXk

iiii

k

iiii

=====

+−−=++

−−−

=

=






 
 (2.11) 

Підставляючи у (2.11) цілочислові значення ,...2,1,0=k  отримуємо дискрети 

диференціального спектру і з використанням (2.7) знаходимо наближені розв’язки 

рівняння (2.9) на кожному підінтервалі. Об’єднуючи дані розв’язки отримуємо 

загальний наближений розв’язок рівняння (2.9) на заданому інтервалі: 
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...
45

7

15

7

4

1

3

1
)( 65432 −−−−++= tttttttx  .  

На рис.2.1 показано порівняння між точним розв’язком заданого рівняння, 

розв’язком за МДП )1( =r  та розв’язком за БМДП при розбитті заданого інтервалу на 

2, 4 и 10 підінтервалів. Розв’язки отримано з використанням 6-ти перших дискрет 

диференціального зображення функції ).(tx   

 

Рис.2.1. Порівняння розв’язків рівняння (2.9)  

 

В табл.2.1 наведена відносна похибка отриманих розв’язків. 

 

Таблиця 2.1 

Відносна похибка розв’язку 

T 
Точний 

розв’язок 

Кількість під інтервалів 

r = 1 r = 2 r = 4 r = 10 

Розв’язок r  Розв’язок r  Розв’язок r  Розв’язок r  

0.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0.1 0.110295196 0.110295177             8.06e-09 0.110295177             8.06e-09 0.110295177 8.06e-09 0.110295177 8.25e-09                          

0.2 0.241976799 0.241974042             1.17e-06 0.241974042 1.17e-06 0.241974042 1.17e-06 0.241974042 1.17e-06                 

0.3 0.395104849 0.395052593             2.22e-05 0.395052593 2.22e-05 0.395052592 2.22e-05 0.395101635 1.36e-06                          

0.4 0.567812166 0.567384160              1.82e-04 0.567384160            1.82e-04 0.567384159 1.82e-04 0.567802478 4.11e-06                          

0.5 0.756014393 0.753819406 9.31e-04 0.753819406 9.31e-04 0.753819406 9.31e-04 0.756004030            4.40e-06                          

0.6 0.953566217 0.945254325             3.53e-03 0.945254325 3.53e-03 0.951305884 9.59e-04 0.953557089 3.87e-06                          

0.7 1.152948967 1.127566235             1.08e-02 1.127566235 1.08e-02 1.150720089 9.45e-04 1.152940023 3.79e-06                          

0.8 1.346363655 1.280437785            2.80e-02 1.280437785 2.80e-02 1.344380575 8.41e-04 1.346365965 -9.80e-07                          

0.9 1.526911313 1.376068943                  6.40e-02 1.376068943 6.40e-02 1.526090723 3.48e-04 1.526913446 -9.05e-07                          

1.0 1.689498392 1.377777000 1.32e-01 1.377777000 1.32e-01 1.693269326 -1.60e-03 1.689501594 -1.36e-06                          

1.1 1.831240782 1.238484565 2.51e-01 1.555603647 1.17e-01 1.834477382 -1.37e-03 1.831243482 -1.15e-06                          

1.2 1.951360119 0.899095559         4.46e-01 1.714827696 1.00e-01 1.954060293 -1.15e-03 1.951356182 1.67e-06                          

1.3 2.050735693 0.286759215         7.48e-01 1.852929091 8.39e-02 2.052844842 -8.95e-04 2.050732449 1.38e-06                          

1.4 2.131326610 -0.686977929             1.20 1.969328780 6.87e-02 2.132338811 -4.29e-04 2.131321347 2.23e-06                          

1.5 2.195633294 -2.128132031           1.83 2.064533078 5.56e-02 2.193498948 9.05e-04 2.195629127 1.77e-06                          

1.6 2.246285959 -4.162353955            2.72 2.138696629 4.56e-02 2.244614083 7.09e-04 2.246283265 1.14e-06                          

1.7 2.285778286 -6.937113270 3.91 2.189603939 4.08e-02 2.284481384 5.50e-04 2.285776201 8.84e-07                          

1.8 2.316324737 -10.623994260           5.49 2.210069511 4.51e-02 2.315340893 4.17e-04 2.316324057 2.89e-07                          

1.9 2.339806374 -15.421103928                 7.53 2.184756548 6.58e-02 2.339163535 2.73e-04 2.339805856 2.20e-07                          

2.0 2.357771653 -21.555592000 10.14 2.086414259 1.15e-01 2.357772701 -4.44e-07 2.357771729 -3.19e-08  
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Наведений приклад показує доцільність та ефективність застосування 

багатоетапного методу диференціальних перетворень для розв’язання нелінійних 

диференціальних рівнянь на збільшених інтервалах розв’язку порівняно з методом 

основних диференціальних перетворень. 

 

2.1.2. Апроксимація нелінійних складових диференціальних рівнянь 

поліномами Адоміана 

 

Часто при розв’язанні нелінійних диференціальних рівнянь або нелінійних 

крайових задач виникають труднощі, пов’язані з їх складною нелінійністю. Метод 

основних диференціальних перетворень довів свою ефективність при розв’язанні 

таких задач, але, як показав аналіз відомих публікацій, нелінійні функції, що 

використовувалися в цих дослідженнях, обмежувалися поліномами від функцій та їх 

похідних. Для інших типів нелінійностей диференціальні перетворення 

обчислювалися шляхом розкладення нелінійної функції в нескінченний степеневий 

ряд з наступним проведенням диференціальних перетворень цього ряду. Недолік 

цього підходу полягає у зростанні об’єму обчислень при визначенні 

диференціальних перетворень таких нелінійних функцій [220]. Ішим шляхом 

отримання диференціальних перетворень нелінійних членів є застосування підходу, 

що заснований на використанні властивостей диференціальних перетворень і 

обчислень для отримання канонічного рівняння [221]. Канонічне рівняння 

розв’язується для певного диференціального перетворення нелінійного члену. 

Однак, цей підхід потребує низки диференціювань, алгебраїчних дій та обчислень 

диференціальних перетворень для інших функцій, що є більш утрудненим у випадку 

складних нелінійностей. 

Нижче розглядається більш ефективний підхід щодо використання основних 

диференціальних перетворень для розв’язання нелінійних диференціальних рівнянь 

та нелінійних крайових задач. В основу даного підходу покладено розбиття рівняння 

на лінійні та нелінійні складові та заміщення невідомих нелінійних складових 

рівняння поліномами Адоміана, у яких  компоненти залежних змінних заміщені їх 
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відповідними компонентами диференціальних перетворень того самого індексу. 

Перевагами цього підходу є сполучення властивостей поліномів Адоміана та 

наявність ефективних алгоритмів швидкого їх обчислення [222,223].  

Розглянемо нелінійне диференціальне рівняння в операторній формі з 

відповідними початковими умовами: 

,cQxNxPx =++  (2.12) 

де );(txx =  
n

n

dt

d
P =  – нелінійний диференціальний оператор, 1n ; 

dt

d
N =  – лінійний 

диференціальний оператор, Q  – нелінійний оператор нелінійної функції )(xf ,  

c  – права частина рівняння. 

Розв’язуючи (2.12) відносно Px  отримуємо: 

QxNxcPx −−= . (2.13) 

Застосовуючи обернений оператор 1−P  до обох частин рівняння (2.13) та 

враховуючи початкові умови отримуємо: 

QxPNxPcPPxP 1111 −−−− −−= . (2.14) 

Якщо рівняння (2.12) описує проблему початкових значень та P  є лінійним 

диференціальним оператором, то інтегральний оператор 1−P  може бути розглянутий 

як визначений інтеграл від 0t  до t . Якщо P  є диференціальним оператором другого 

порядку, то 1−P  є подвійним інтегральним оператором та 

)(')()()( 000
1 txtttxtxPxP −−−=− . Для крайових задач застосовуються невизначені 

інтеграли і константи обчислюються із заданих умов.  

У загальному випадку розв’язок рівняння (2.14) має вигляд: 

)()( 11 QxPNxPwx −− −−= , (2.15) 

де cPBtAw 1−++= . 

Тут функція w  являє собою члени, які з’явилися під час інтегрування складової 

с  (права частина рівняння) рівняння (2.12) з урахуванням заданих початкових умов. 

Відповідно до методу поліномів Адоміана нелінійні члени рівняння 

апроксимуються рядом [224]: 
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=

=
0n

nAQx , (2.16) 

точний розв’язок )(tx  шуканого рівняння подається у вигляді ряду: 

),()(
0

txtx
n

n


=

=  (2.17) 

а наближений розв’язок у вигляді скінченого ряду: 

).()(
0

txtx
N

n

n
=

=

 (2.17’) 

Поліноми Адоміана 
nA  визначаються наступним виразом:  
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компоненти яких для нелінійної функції  )()( txftf =  обчислюються за формулами 

[225]:  
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Видно, що поліноми 
nA  сформовані таким чином, що 

0A  залежить тільки  від 

0x , 1A  залежить тільки від 
10 , xx , 2A  залежить тільки від 

210 ,, xxx  і т.д. 

Компоненти розв’язку (2.15) ....,, 210 xxx  визначаються з використанням 

наступних рекурентних співвідношень: 

.0,, 11

10 −−== −−

+ kAPNxPxwx kkk  (2.20) 

Покажемо, що диференціальне зображення складної нелінійної функції )]([ txf  

дорівнює kAkF
~

)( = , де kA
~

 є поліноми Адоміана kA  із заміщенням в останніх змінних 

)(txk  на їх зображення )(kX , ,...2,1,0=k . 
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Використовуючи диференціальне перетворення (2.4’), з урахуванням 

властивостей диференціальних перетворень та правил отримання диференціальних 

зображень суперпозиції оригіналів [175,176] отримаємо: 
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З виразу (2.21) видно, що компоненти (дискрети) диференціального 

перетворення )(kF  мають таку саму математичну структуру як й поліноми Адоміана 

(2.19), у котрих компоненти рішень )(txi
 замінені  відповідними компонентами  

диференціального перетворення 0),( iiX  того самого індексу.  

Таким чином маємо:  

                                                          kAkF
~

)( = . (2.21’) 

де kA
~

 є поліноми Адоміана kA  із заміщенням в останніх змінних )(txk  на їх 

зображення )(kX , того самого індексу ,...2,1,0=k . 

Тоді зворотне перетворення нелінійної функції може бути записано у вигляді: 




=

−=
0

0 )(
~

)]([
k

k

k ttAtxf . 

Перевагою використання вищенаведеного підходу для обчислення 

диференціальних перетворень нелінійних функцій порівняно з алгоритмом, 

запропонованим в роботі [221] є те, що цей алгоритм застосовується безпосередньо 

до нелінійних функцій задачі, що розглядається, без необхідності проведення 
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диференціювання або алгебраїчних перетворень, або навіть без обчислень 

диференціальних перетворень інших функцій для отримання необхідної.  

Покажемо тепер, що якщо складна нелінійна функція має вигляд  

g[y(t)]*(t)f(t) x= , то її диференціальне зображення дорівнює 
=

−=
k

kkAkX

0k
1

1

1

~
)(F(k) ,  

де )( 1kX   є диференціальне перетворення функції )(
1

txk , 
1

~
kkA − - поліноми Адоміана 

1kkA − функції ))(( tyg  із заміщенням в останніх змінних )(
1

ty kk−  на їх зображення того 

самого індексу .,...,0,...,2,1,0 1 kkk ==   

Використовуючи визначення (2.4’), з урахуванням властивостей 

диференціальних перетворень, правил отримання диференціальних зображень 

добутку оригіналів та суперпозиції оригіналів а також співвідношень (2.19), 

отримаємо наступні дискрети: 

  000
~

)0())0(()0())(()())(()(
!0

1
)0(

0
AXYgXtygtxtygtxF tt ==== = , 

 

,
~

)0(
~

)1())((')(')())(()('

))(()(
!1

1
)1(

1000000

0

AXAXtygtytxtygtx

tygtx
dt

d
F

xx

+=+=

=








=
=  (2.22)    

 

 
,

~
)0(

~
)1(

~
)2(

))((''))('())((')('')(

))((')(')('2))(()(''

!2

1

))(()(
!2

1
)2(

210

0

2

0000

00000

2

2

0

AXAXAX
tygtytygtytx

tygtytxtygtx

tygtx
dt

d
F

tt

++=








++

++
=

=








=

=
   

 

 
 

.
~

)0(
~

)1(
~

)2(
~

)3(

))(('''))('())(('')('')('3))((')(''')(

))((''))('())((')('')('3

))(((')(')(''3))(()('''

!3

1

))(()(
!3

1
)3(

3210

0

3

0000000

0

2

0000

00000

3

3

0

AXAXAXAX

tygtytygtytytygtytx

tygtytygtytx

txygtytxtygtx

tygtx
dt

d
F

tt

+++=

=
















+++

+++

++

=

=








=

=

 

У загальному випадку, маємо:  

                                         
=

−=
k

kkAkX

0k
1

1

1

~
)(F(k) . (2.22’) 
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Порівняння виразів (2.19) та (2.22) показує, що компоненти диференціального 

зображення (2.22) оригіналу нелінійної функції (t)g[y(t)]f(t) x=  та відповідні 

компоненти полінома Адоміана (2.19) мають однакову математичну структуру. 

Тому можна вважати, що компоненти диференціального зображення оригіналу 

складної нелінійної функції g[y(t)]*(t)f(t) x=  можуть бути отримані з добутку 

диференціального перетворення )( 1kX  функції )(
1

txk  на поліноми Адоміана 
1kkA −  

функції )]([ tyg  із заміщенням в останніх змінних )(
1

ty kk−  на їх зображення 
1

~
kkA − того 

самого індексу .,...,0,...,2,1,0 1 kkk ==   

Даний підхід може бути застосований для розв’язання як нелінійних 

диференційних рівнянь [226-228] та систем диференціальних рівнянь [229,230],  так 

й для розв’язання нелінійних крайових задач [231,232]. Питання збіжності методу 

поліномів Адоміана при застосуванні до розв’язання різних типів рівнянь, у тому 

числі нелінійних диференціальних рівнянь, систем рівнянь та нелінійних крайових 

задач розглянуто багатьма авторами [233-236] та у даній роботі не розглядається. 

 Приклад. 

Розглянемо нелінійне диференціальне рівняння: 

.0)0(,1)0(

],2,0[,0)(),(ln)(4)(2
)(

2

2

==

+=

xx

ttxtxtxtx
dt

txd



 (2.23) 

Точний розв’язок задачі (2.23) дорівнює 
2

)( tetx = [227]. 

Спектральна модель рівняння (2.23) має вигляд: 

,0)1(,1)0(

,)(4)(2)2()2)(1(
1

1 0
1

==

+=+++ −
=



XX

AkXkXkXkk kk

k

k
 (2.24) 

де 
1kkA −
 для ,...2,1,0;,...,2,1,01 == kkk дорівнюють: 
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У результаті отримуємо наступні компоненти (дискрети) диференціального 

перетворення: 

...,24/1)8(,0)7(,6/1)6(,0)5(,2/1)4(,0)3(,1)2(,0)1(,1)0( ========= XXXXXXXXX  

Тоді наближений розв’язок (2.23) буде мати вигляд: 

....
24

1

6

1

2

1
1)( 8642 +++++= tttttx

                                             
 

що являє собою розкладення функції 
2te у ряд Тейлора.  

 

2.1.3. Модифікований метод диференціальних перетворень 

 

Основна ідея запропонованого модифікованого методу диференціальних 

перетворень (ММДП) полягає у поєднанні методу основних диференціальних 

перетворень, методу припасовування з апроксимацією нелінійної частини рівняння 

поліномами Адоміана. Враховуючи наявність низки ефективних методів обчислення 

поліномів Адоміана, такий підхід дає змогу подолати математичні труднощі при 

обчислені диференціальних зображень складних нелінійностей, істотно зменшити 

обчислювальні витрати при знаходженні наближеного розв’язку нелінійного 

диференціального рівняння та розширити сферу застосування основних 

диференціальних перетворень. 

Для розв’язання нелінійних диференціальних рівнянь доцільно застосовувати 

модифікований метод диференціальних перетворень з апроксимацією нелінійної 

частини рівняння поліномами Адоміана за наступним алгоритмом. Складається 

спектральна модель шуканого диференціального рівняння. Заданий інтервал 

розв’язку розбивається на декілька підінтервалів. В спектральній моделі 

диференціальне зображення оригіналу нелінійної функції )(kF  заміщується 

компонентами kA
~

, які отримуються з компонент kA  полінома Адоміана шляхом 

заміщення в ньому кожного елементу kx  на відповідне диференціальне зображення 

)(kX  того самого індексу .k  Потім для кожного підінтервалу обчислюються 

дискрети диференціального зображення рівняння і, з урахуванням (2.3), отримують 
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оригінал розв’язку диференціального рівняння на даному підінтервалі. Сумарний 

розв’язок шуканого рівняння отримуємо шляхом об’єднання розв’язків на 

підінтервалах.  

Приклад.  

Розглянемо розв’язок нелінійного диференціального рівняння (2.23) на 

інтервалі  .2,0t  Даний інтервал поділимо на r  підінтервалів однакової довжини 

rh /2=  і запишемо спектральну модель рівняння (2.23) для кожного з підінтервалів з 

урахуванням сполучення кінцевих умов попереднього під інтервалу з початковими 

умовами наступного підінтервалу у вигляді: 

.,...,2),()(,0)0()0()1(,1)0()0()0(

,
~

)(2)2()2)(1(

1111111 ritxtxxxXxxX

AkXkXkk

iiii

k iii

========

+=+++

−−−


 (2.26) 

Відповідно до процедури (2.22), для нелінійної частини рівняння (2.23) 

xxxf ln4)( =  обчислюємо для кожного з підінтервалів компоненти kiA  поліномів 

Адоміана та відповідні компоненти k iA
~

 для заміщення ними компонент 

диференціальних зображень: 
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Підставляючи значення k iA
~

 у (2.26) з урахуванням (2.17’) знаходимо наближені 

розв’язки рівняння на кожному підінтервалі. Об’єднуючи дані розв’язки отримуємо 

загальний розв’язок рівняння (2.23) на заданому інтервалі.   

На рис.2.2 показано порівняння між точним розв’язком заданого рівняння, 

розв’язком за методом основних диференціальних перетворень )1( =r  та розв’язком 

за запропонованим модифікованим методом диференціальних перетворень при 

розбитті заданого інтервалу на 2, 4 і 10 підінтервалів. Розв’язки отримано з 

використанням 5-ти перших дискрет диференціального зображення функції ).(tx   
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Рис. 2.2. Порівняння розв’язків рівняння (2.23) 

 

У табл.2.2 наведена відносна похибка отриманих розв’язків. 

Таблиця 2.2 

Відносна похибка розв’язку  

t 
Точний 

розв’язок 

Кількість під інтервалів 

r = 1 r = 2 r = 4 r = 10 

Розв’язок r  Розв’язок r  Розв’язок r  Розв’язок r  

0.0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 

0.1 1.010050 1.010050 1.53e-14 1.010050 0 1.010050 0 1.010050 0 

0.2 1.040811 1.040811 1.57e-11 1.040811 0 1.040811 0 1.040811 0 

0.3 1.094174 1.094174 9.15e-10 1.094172 3.66e-08 1.094172 3.66e-08 1.094174 0 

0.4 1.173511 1.173509 1.64e-08 1.173483 5.13e-07 1.173483 5.13e-07 1.173509 3.66e-08 

0.5 1.284025 1.284017 1.56e-07 1.283854 3.13e-06 1.283854 3.13e-06 1.284023 3.66e-08 

0.6 1.433329 1.433276 9.81e-07 1.432576 1.38e-05 1.432871 8.39e-06 1.433325 7.33e-08 

0.7 1.632316 1.632060 4.69e-06 1.629658 4.87e-05 1.631536 1.43e-05 1.632309 1.28e-07 

0.8 1.896481 1.895481 1.83e-05 1.888491 1.46e-04 1.895302 2.16e-05 1.896469 2.20e-07 

0.9 2.247908 2.244559 6.13e-05 2.226624 3.90e-04 2.246104 3.30e-05 2.247888 3.66e-07 

1.0 2.718282 2.708333 1.82e-04 2.666667 9.45e-04 2.715011 5.99e-05 2.718249 6.04-07 

1.1 3.353485 3.326626 4.92e-04 3.254793 1.81e-03 3.347628 1.07e-04 3.353429 1.03e-06 

1.2 4.220696 4.153623 1.23e-03 4.064104 2.87e-03 4.211602 1.67e-04 4.220606 1.65e-06 

1.3 5.419481 5.262406 2.88e-03 5.186252 4.27e-03 5.405905 2.49e-04 5.419326 2.84e-06 

1.4 7.099327 6.750635 6.39e-03 6.758059 6.25e-03 7.078025 3.90e-04 7.099069 4.73e-06 

1.5 9.487736 8.747559 1.36e-02 8.983339 9.24e-03 9.447642 7.34e-04 9.487280 8.35e-06 

1.6 12.935817 11.422572 2.77e-02 12.163010 1.42e-02 12.861312 1.36e-03 12.935038 1.43e-05 

1.7 17.993309 14.995544 5.49e-02 16.735113 2.30e-02 17.871947 2.22e-03 17.991899 2.58e-05 

1.8 25.533722 19.749154 1.06e-01 23.326359 4.04e-02 25.341195 3.53e-03 25.531245 4.54e-05 

1.9 36.966053 26.043515 2.00e-01 32.816795 7.60e-02 36.640983 5.95e-03 36.961451 8.43e-05 

2.0 54.598150 34.333333 3.71e-01 46.419219 1.50e-01 53.940771 1.20e-02 54.589832 1.52e-04 

 

Вищенаведені результати показують високу ефективність застосування 

запропонованого методу до розв’язання нелінійних диференціальних рівнянь та 

спрощення знаходження зображень нелінійних складових вихідного 

диференціального рівняння. 
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2.2. Метод розв’язання нелінійних крайових задач 

 

Запропонований у п.2.1.3 модифікований метод диференціальних перетворень 

покладений в основу методу розв’язання крайових задач, що описуються 

нелінійними звичайними диференціальними рівняннями. Суть методу пояснимо на 

прикладі розв’язання двоточкової нелінійної крайової задачі, в якій граничні умови 

задаються в двох точках, а об’єкт описується нелінійним диференціальним 

рівнянням: 

   Ttttxtftx ,,)(,)( 0=  (2.27) 

з граничними умовами: 

0)( 0 =tx , (2.28) 

                                                        .)()( cTxbTxa =+   (2.29) 

Тут cba ,,  − задані константи. Припускається, що функція )(tx  та її похідні, а 

також нелінійна за x  функція  )(, txtf  є неперервними функціями, а рівняння (2.27) 

має єдиний розв’язок. 

Запропонований метод розв’язання нелінійної крайової задачі полягає у 

виконанні наступної послідовності етапів [230,231]: 

1. Рівняння (2.27) записується в області зображень: 

).()1()1( kFkXk =++  (2.30) 

Тут )(kF − диференціальне зображення нелінійної функції  )(, txtf . 

2. З урахуванням (2.4) і граничної умови (2.29) маємо наступне значення для 

першої дискрети розв’язку: .0)1( =X  Для нульової дискрети приймемо =)0(X , де 

значення параметру   буде визначено у подальшому. 

3. Диференціальне зображення )(kF заміщуємо відповідним поліномом 

Адоміана, у якому кожна компонента розв’язку )(txk  заміщується на відповідний 

компонент диференціального зображення )(kX  того самого індексу: 

                            kAkF
~

)( =
  або   

=

−=
k

k

kkAkXkF
0

1

1

1

~
)()( . (2.31) 

Вигляд заміщення залежить від вигляду нелінійної функції, як це показано у п. 

2.1.2. 
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4. Підставляючи (2.31) в (2.30), з урахуванням (2.3) і п.2 отримуємо розв’язок 

нелінійної крайової задачі (2.27) - (2.29) у наступному вигляді: 

.
1

~

)( 1
1

1

1 +
−

=

−
+

+= k
N

k

k t
k

A
tx  (2.32) 

5. Підставляючи розв’язок (2.32) в крайову умову (2.29) отримаємо нелінійне 

алгебраїчне рівняння для визначення невідомого параметру .a  

6. Підставляючи знайдене значення параметру a  у вираз (2.32) отримаємо 

розв’язок нелінійної крайової задачі (2.26) – (2.29). 

Приклад. 

Розглянемо крайову задачу, що описується системою нелінійних 

диференціальних рівнянь:  

2
22

21

1)(

,)(

xtx

xtx

−=

=




 (2.33) 

за додаткових умов  

.1],,0[,)(,)0(

),1ln()(,0)0(

,1

22202

11101

220

===

====

=+

TTtxTxxx

chxTxxx

thxx

T

T

T

 (2.34) 

У даному прикладі невідомими крайовими умовами є Txx 220, , які зв’язані 

першим рівнянням системи (2.34), а крайова задача (2.33) - (2.34) має наступний 

точний розв’язок [191,232]:  

.1)(,0)0(

,)(),ln()(

22

21

thTxx

thttxchttx

==

==
 (2.35) 

Запишемо крайову задачу (2.33) - (2.34) в області зображень: 

1],,0[,)(,)0(

),1ln()(,0)0(

,1)()0(
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1

1
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),(
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, (2.36) 

де 






=
=

1,0

0,1
)(

k

k
kъ . 
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Для нелінійної частини другого рівняння системи рівнянь (2.33) (t)x(t)][xf 2
222 =  

обчислюємо компоненти kA2  поліномів Адоміана і за ними визначаємо відповідні 

компоненти kA2
~

 для заміщення ними відповідних компонент диференціальних 

зображень нелінійної частини другого рівняння в спектральній моделі (2.36): 

)0(
~ 2

220 XA = , )1()0(2
~

2221 XXA = , 

)2()0(2)1(
~

22
2
222 XXXA += , )2()1(2)3()0(2

~
222223 XXXXA += , (2.37) 

)2()3()1(2)4()0(2
~ 2

2222224 XXXXXA ++= ,                                                                 

 ,...)4()1()3()2(2)5()0(2
~

22222225 XXXXXXA ++=  

За спектральною моделлю (2.36), з урахуванням обчислених значень ikA
~

 для 

,...2,1,0=k , отримаємо вирази для визначення перших 6-ти дискрет диференціальних 

спектрів, які виражені через невідому крайову умову 20x : 

,)0(,0)0( 202101 xXxX ===  

),1()1(,)1( 2
202201 xXxX −==  

),1()2(),1(
2

1
)2( 2

20202
2
201 xxXxX −−=−=   (2.38) 
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15

1
)5(,352

15

1
)5( 6

20
4
20

2
202

5
20

3
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 .451057717
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,2153017
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1
)6(
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3
20202

6
20

4
20

2
201

xxxxX

xxxX

−+−−=

−+−−=

 

Отже, з урахуванням (2.3), маємо наступний розв’язок крайової задачі, що 

виражений через невідому крайову умову 20x : 
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(2.39)

   

    ....451057717
45

1
2153017

15

1

352
3

1
341

3

1

)1()1()(

67
20

5
20

3
2020

56
20

4
20

2
20

45
20

3
2020

34
20

2
20

22
2020

2
20202

−−+−−−+−−

−+−++−−

−−−−+=

txxxxtxxx

txxxtxx

txxtxxtx

   

 

Із другого рівняння системи (2.39), з урахуванням граничної умови 

1220 thxx T =+ , визначаємо невідомі крайові умови: 

.76144,0,00015,0 220 == Txx  

Тоді розв’язок шуканої крайової задачі (2.33) - (2.34) буде мати вигляд: 

...1033.300002.008333.000005.05.00.00015)( 665432
1 −−+−−+= − tttttttx ,        (2.40) 

...00005.000002.00001.033333.000015.00.00015)( 65432
2 −−−+−−+= tttttttx  

На рис.2.3 і в табл.2.3 показано порівняння між точним розв’язком крайової 

задачі (2.33) - (2.34) і розв’язком за модифікованим методом диференціальних 

перетворень (ММДП), а також наведена відносна похибка розв’язку, отриманого за 

ММДП, з використанням 6-ти перших дискрет диференціальних спектрів розв’язку.  

 

Рис. 2.3. Порівняння точного розв’язку (-) і розв’язку за ММДП (--) 

з урахуванням 6-ти дискрет  
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Таблиця 2.3 

Порівняльна оцінка розв’язку  

t 
Точний розв’язок ММДП r  

)t(x1  )t(x2  )t(x1  )t(x2  )(1 tx  )(2 tx  

0 0 0 0 1.49e-04 0 1.96e-04 

0.2 1.99e-02 1.97e-01 1.99e-02 1.97e-01 6.48e-05 1.34e-04 

0.4 7.79e-02 3.79e-01 7.79e-02 3.79e-01 6.91e-05 1.52e-03 

0.6 1.70e-01 5.37e-01 1.69e-01 5.28e-01 1.97e-03 1.17e-02 

0.8 2.91e-01 6.64e-01 2.86e-01 6.29e-01 1.10e-02 4.55e-02 

 

 

2.3. Оцінка похибки розв’язку із застосуванням різних підходів  

 

Одним з найзначніших факторів, що суттєво впливають на точність 

наближеного розв’язку нелінійних диференціальних рівнянь або крайових задач, є 

кількість врахованих дискрет, які використовуються для відновлення розв’язку у 

вигляді ряду Тейлора на заданому інтервалі ].,0[ Ht  Чим більше буде обчислено та 

враховано дискрет, тим більш точнішим буде отриманий розв’язок. Однак, у 

реальних умовах максимальну кількість врахованих дискрет обмежують з різних 

причин (наприклад, обмеженість часу обчислень, обмеженість розрядної сітки 

обчислювальних машин тощо), що призводить до збільшення похибки застосування 

методу диференціальних перетворень та необхідності оцінки похибки розв’язку.   

Нижче розглядаються оцінки похибки наближеного розв’язку 

диференціального рівняння (крайової задачі) на основі основних диференціальних 

перетворень, зміщених диференціальних перетворень, а також на основі 

запропонованого модифікованого методу диференціальних перетворень. 
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2.3.1. Основні диференціальні перетворення 

 

Збільшення кількості врахованих дискрет приводить до зменшення відхилення 

розв’язку диференціального рівняння (крайової задачі) на всьому інтервалі, причому 

максимальне відхилення завжди приходиться на кінець інтервалу. Тому середнє 

квадратичне значення похибки всього розв’язку буде не більше значення 

максимального відхилення. Скористуємося властивістю диференціальних 

перетворень, згідно якої значення оригіналу функції у кінцевій точці інтервалу 

дорівнює сумі дискрет зображення оригіналу: 

.)()1(),1()()()(
10 0

 


+=



= =

=+++==
nkk

n

k

kXngngkXkXHx  

Враховуючи знакоперемінність компонент диференціального спектру, можна 

припустити, що відхилення розв’язку наприкінці інтервалу за абсолютною 

величиною буде не більше найстаршої дискрети, що враховується: 

)()1( nXng + . 

Тоді верхню межу похибки можна визначити виходячи з величини останньої 

дискрети: 

                                             .

)(

)(
)(

0


=

=
n

k

kX

nX
nG  (2.41) 

Проведені дослідження свідчать [237], що середнє квадратичне відхилення, як 

правило, на один-два порядки менше значення, яке обчислене за формулою (2.41). 

Незважаючи на те, що критерій (2.41) є достатньо грубим, він дозволяє на практиці 

швидко оцінити похибку отриманого розв’язку за заданої кількості дискрет на 

заданому інтервалі.   

Як критерій більш точної попередньої оцінки верхньої межі похибки 

отриманого розв’язку m)(n,G  за обмеженої кількості дискрет, у працях [237,238] 

розглядається вираз, що пов’язує розв’язки, отримані для  n  і mn +  дискрет: 

 Ht
mntx

ntx
i

N

i i

i ,0,
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. (2.42) 
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Використання даної оцінки похибки розв’язку потребує порівняння значень цієї 

похибки для ,..3,2,1=m  до тих пір, поки відповідні значення ),( mnG  не будуть 

співпадати з точністю, що потребується. Тому застосування даного критерію доволі 

ускладнено, так як окрім подвійного розрахунку розв’язку, він ще потребує і 

додаткового розрахунку m  дискрет )(),...,2(),1n( mnXnXX +++ . Для складних 

нелінійностей диференціальних рівнянь вираз (2.42) в деяких випадках може давати 

невірні результати, якщо дискрети )n(X  та )( mnX +  однакового знаку. В таких 

випадках необхідно обирати 0m   таке, щоб )n(X  и )( mnX +  були різного знаку.  

 

2.3.2. Зміщені диференціальні перетворення 

 

Розглянемо тепер похибку розв’язку нелінійного диференціального рівняння 

(крайової задачі) на поточному інтервалі часу на основі зміщених диференціальних 

перетворень, оцінка якої досліджена в роботах [164,189,239,240].  

Розв’язок нелінійної крайової задачі (2.1) з початковими умовами (2.2) будемо 

розглядати на відрізку Tt 0 , де довжина інтервалу TL =  обирається всередині 

радіусу R  збіжності ряду Тейлора, тобто RL 0 . Вважаємо, що аналітична 

функція x(t)диференціюється нескінченну кількість раз в будь-якій точці  Tt ,0

має похідні m -го ступеня, що обмежені у сукупності для будь-якого цілого 1m : 

],0[   ,)()( TtCtx m + . (2.43) 

Застосувавши до функції x(t)  основні та зміщені диференціальні перетворення 

(1.7), (1.11) отримаємо диференціальні спектри )(kX  і )(kX . 

Обмежимо кількість використаних дискрет диференціального спектра )(kX

деяким заданим числом 0s , так що цілочисловий аргумент sk ,...,2,1,0= .  

У загальному випадку, обмеження кількості використаних дискрет 

диференціального спектру )(kX  призводить до похибки під час зворотних 

перетворень у формі рядів Тейлора вигляду (2.3).  
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Розглянемо апроксимацію функції )(tx  зміщеними диференціальними 

перетвореннями [164]. На рис. 2.4 подано загальний вигляд розкладання функції 

x(t)зміщеними ДТП в точці t , де 21,  - похибки апроксимації функції )(tx  

функцією )(~ tx . 

 

   

                       

 

 

 

 

 
 

            

           

 х (t), 
)(~ tx  

 T 

 h1 

 1 

 h2 

 2 

t t0 

 х(t) 

)(~ tx  

 

Рис. 2.4. Апроксимація функції )(tx  зміщеними ДТП  

 

Зміщені перетворення (1.11) покривають часовий інтервал  T,0  довжиною 

TL = двома відрізками ряду Тейлора на часових інтервалах  t,0  і  Tt , .  

В результаті, похибка апроксимації функції )(tx  на цих інтервалах має дві складові 

21, . Позначимо повну похибку зміщених диференціальних перетворень як 

21 +=с , а похибку основних диференціальних перетворень як 0 . 

У роботі [241] розв’язана задача двокритерійної оптимізації щодо вибору точки 

зсуву t  за нелінійною схемою компромісів, де як частинні критерії прийнято 

максимально можливі значення складових відносних похибок 
0

2

0

1
~,~ 






. 

Отримано, що оптимальним з точки зору зменшення похибки отриманого розв’язку 

є розміщення центру розкладання оригіналу у середині відрізку 2/Lt = . По суті, це 

означає розбиття заданого інтервалу на два підінтервали однакової довжини та 

отримання розв’язку на кожному з підінтервалів із застосуванням двох моделей в 

області зміщених перетворень: прямої моделі (від зміщеної точки до кінця 

інтервалу) та моделі у зворотному напрямку (від зміщеної точки до начала відрізку). 
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У цьому випадку оцінка зверху похибки розв’язку зміщеними 

диференціальними перетвореннями у s2  менше оцінки зверху похибки розв’язку 

основними диференціальними перетвореннями [241]: 

02  −s
с , (2.44) 

де s - кількість врахованих дискрет диференціальних спектрів )(kX  і )(kX  без 

нульових дискрет )0(),0( XX , тобто число s  дорівнює номеру останніх врахованих 

дискрет диференціальних спектрів )(kX  і )(kX , а нижня межа похибки зміщених 

перетворень 0с . Таким чином, маємо наступний діапазон зміни похибки 

зміщених перетворень при 2/Lt = : 

020  −s
c . (2.45) 

 

2.3.3. Модифікований метод диференціальних перетворень 

 

Розглянемо тепер оцінку верхньої межі похибки розв’язку нелінійного 

диференціального рівняння (крайової задачі) модифікованим методом 

диференціальних перетворень, що базується на багатоетапному методі 

диференціальних перетворень. Оцінка зверху похибки )()(0 tytx −=  основних 

диференціальних перетворень задається виразом [242]: 

)(sup
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 . (2.46) 

З урахуванням обмеження (2.43), вираз (2.46) запишеться як:  
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. (2.47) 

Розіб’ємо заданий часовий інтервал розв’язку на r  рівних підінтервалів. Тоді 

вираз (2.46) для оцінки зверху похибки )(y-(t)x ii ti =  на i -му підінтервалі з 

урахуванням s  дискрет можна записати у наступному вигляді: 
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Приймаючи до уваги обмеження (2.43) можна зробити висновок, що на i -му 

підінтервалі: 

 
+= +

 −

СxC s

i
tt

i

ii

)(sup )1(

, 1




. (2.49) 

Дійсно, якщо )1( +s -а похідна функції )(txi  досягає максимального значення на 

інтервалі  ii tt ,1− , то CCi = , у протилежному випадку CCi  . 

Оцінку похибки (2.48) з урахуванням обмеження (2.43) можна подати як: 

)!1(

)( 1s

i
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+

s

rL
C . (2.50) 

З отриманого виразу (2.50) видно, що отримана похибка при діленні усього 

інтервалу на r  рівних підінтервалів однакова на підінтервалах і залежить лише від 

кількості врахованих дискрет s . Перетворимо дану оцінку в оцінку відносної 

похибки. За основу порівняння оберемо похибку (2.47) для основних 

диференціальних перетворень. Тоді для відносної похибки на i -му підінтервалі 

отримаємо:  

1

1s

0

i )(
+

+


sL

rL




 , ri ...,,1= .  (2.51) 

Розглянемо повну відносну похибку розв’язку модифікованим методом 

диференціальних перетворень на усьому інтервалі rs  +++= ...21  відносно до 

похибки 0  методу основних диференціальних перетворень: 

00

2

0

1

0

...

















rs +++= . (2.52) 

З виразу (2.51) видно, що складові відносних похибок змінюються у межах: 

riis
,...,2,1   ,10

0

=



 . (2.53) 

Найбільше відхилення наближеного розв’язку від точного, як правило, 

доводиться на кінець інтервалу розв’язку. При цьому, воно буде максимальним у 

випадку однакових знаків 
is . Тоді з урахуванням (2.51), вираз (2.52) набуде 

вигляду:  
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Звідси випливає, що оцінка зверху похибки модифікованого методу 

диференціальних перетворень при діленні заданого інтервалу на r  підінтервалів 

однакової довжини в 
sr  раз менша оцінки зверху похибки методу основних 

диференціальних перетворень, тобто: 

0
s

s r− , (2.55) 

де s  - кількість врахованих дискрет диференціального спектру )(X k  понад нульової 

дискрети )0(X , тобто число s  дорівнює номеру останніх врахованих дискрет 

диференціального спектру )(X k . Аналіз отриманого виразу показує, що із 

збільшенням кількості врахованих дискрет s , верхня межа сумарної похибки 

зменшується за законом показникової функції та за →s  наближається до нульової 

нижньої межі. Тому діапазон зміни повної похибки при моделюванні динамічних 

процесів з використанням ММДП визначається обмеженнями:   

00 


 −s
s r , (2.56) 

де 0


 визначається виразом (2.47). 

З виразу (2.56) можна зробити висновок, що застосування модифікованого 

методу диференціальних перетворень за обмеженої кількості s  дискрет 

диференціального спектра )(X k  дає змогу отримати більш точний розв’язок 

крайової задачі (2.1) в точці Tt =  за виконання умов (2.43), ніж метод основних 

диференціальних перетворень. 

Основні диференціальні перетворення дають точне значення аналітичної 

функції x(t)  в точці Tt =  тільки у окремому випадку, коли розв’язок x(t)  

апроксимується поліномом ступеня sn  . У решті випадків похибка основних 

диференціальних перетворень 00   для обмеженої кількості +s  дискрет 

диференціального спектра )(X k . Похибка 00   не може бути зведена до нуля 

розбиттям відрізку  T,0  на будь-яке кінцеве число +r , так як нульове значення 
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похибки ММДП дає у загальному випадку на довільному ненульовому часовому 

відрізку тільки при урахуванні нескінченної кількості членів ряду Тейлора або 

дискрет диференціального спектру )(X k .  

З виразу (2.56) також видно, що із збільшенням кількості врахованих дискрет s  

диференціального спектру )(X k  ефективність застосування методу ММДП 

порівняно з МДП зростає за законом показникової функції. Тому для високоточних 

обчислень доцільно застосовувати модифікований або багатоетапний метод 

диференціальних перетворень замість МДП.  

Відмітимо, що похибка відновленого розв’язку суттєво залежить й від 

інтервалу часу, на якому він відновлюється. Враховуючи, що дискрети являють 

собою складові степеневого ряду (1.8) у точці наприкінці інтервалу, то за 

диференціальним спектром можна оцінити й збіжність ряду на заданому інтервалі 

 Ht ,0 . Відомо, якщо ряд збігається наприкінці інтервалу у точці Ht = , то він 

збігається на всьому інтервалі. Якщо останні дискрети диференціального спектру є 

спадними, а їх величина достатньо мала порівняно з сумою дискрет, то можна 

говорити щодо збіжності ряду. Якщо спектр не є спадним з деякої дискрети, то 

розв’язок розбігається на даному інтервалі. У такому випадку необхідно збільшити 

кількість дискрет або зменшити інтервал. Тому, під час розгляду диференціального 

спектру будемо розглядати величину H , за якої обчислені дискрети, як інтервал, на 

якому відновлюється розв’язок. У кінцевому результаті величина H  не має 

значення, однак під час розгляду диференціального спектру вона є показниковою. 

За диференціальним спектром можна оцінити й кількість дискрет, яка 

необхідна для досягнення заданої точності наближеного розв’язку 

диференціального рівняння на заданому інтервалі. Чисельне моделювання  показує, 

що збільшення числа дискрет приводить до зменшення відхилення розв’язку на 

всьому інтервалі, причому найбільше відхилення наближеного розв’язку від точного 

значення відбувається наприкінці заданого інтервалу. Тому, як це було зазначено у 

п. 2.3.1, середнє квадратичне значення похибки всього розв’язку буде не більше 

цього найбільшого відхилення. Згідно властивості диференціального перетворення, 
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зображення значення оригіналу наприкінці інтервалу дорівнює сумі дискрет 

зображення оригіналу. Тоді, враховуючи знакоперемінність диференціального 

спектру, можна припустити, що відхилення розв’язку наприкінці інтервалу за 

абсолютною величиною буде не більше старшої дискрети, що обчислюється. Таким 

чином, для досягнення абсолютного відхилення розв’язку наприкінці інтервалу 

менше заданого значення точності HG  необхідно, щоб величина останньої дискрети 

була менше заданої величини HG . Це дозволяє з урахуванням зображення оригіналу 

визначити необхідну кількість дискрет для досягнення заданої точності розв’язку 

[232]. 

 

Висновки до розділу 2 

 

1. Обґрунтовано доцільність та ефективність застосування багатоетапного методу 

диференціальних перетворень, що ґрунтується на поєднанні методу основних 

диференціальних перетворень та методу припасовування, до розв’язання 

нелінійних звичайних диференціальних рівнянь та нелінійних крайових задач. 

Зазначений підхід дає змогу значно розширити інтервал та підвищити точність 

розв’язку. 

2. Розроблено модифікований метод диференціальних перетворень до розв’язання 

нелінійних звичайних диференціальних рівнянь та систем диференціальних 

рівнянь, що базується на сумісному використанні методу основних 

диференціальних перетворень, методу припасовування та застосуванні 

апроксимації нелінійних складових диференціальних рівнянь поліномами 

Адоміана. Метод дозволяє розширити інтервал розв’язання, підвищити точність 

розв’язку, дає змогу подолати математичні складності при обчислені 

диференціальних зображень складних нелінійностей рівнянь, та розширити сферу 

застосування методу основних диференціальних перетворень.  

3.  Запропоновано метод розв’язання крайових задач, які описуються нелінійними 

звичайними диференціальними рівняннями, що ґрунтується на базі 

модифікованого методу диференціальних перетворень. Метод дає змогу 
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спростити обчислення диференціальних зображень складних нелінійностей задачі 

за рахунок їх апроксимації поліномами Адоміана, розширити інтервал та 

підвищити точність розв’язку. 

4. Запропонована оцінка похибки розв’язку диференціальних рівнянь  

модифікованим методом диференціальних перетворень. Доведено, що їх 

застосування у випадку розбиття заданого інтервалу розв’язку на підінтервали 

однакової довжини забезпечує порівняно з методом основних диференціальних 

перетворень зниження верхньої межі оцінки похибки розв’язку в 
sp  раз,  

де p  - кількість підінтервалів, на які розбивається заданий часовий інтервал,  

s  - кількість врахованих дискрет диференціального спектра. 

5. Зазначено, що метод зміщених диференціальних перетворень є частковим 

випадком багатоетапного методу диференціальних перетворень за умови 

розбивання інтервалу розв’язку на два підінтервали.  
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РОЗДІЛ 3 

ДИСКРЕТНО-АНАЛІТИЧНЕ ВІДОБРАЖЕННЯ НЕЛІНІЙНИХ ЗАДАЧ 

БАГАТОЕТАПНОГО ТРАЄКТОРНОГО РУХУ ЛА 

 

3.1. Модифікований метод дискретно-аналітичного відображення 

нелінійних задач термінального виведення ЛА 

 

Запропонований у розділі 2 модифікований метод диференціальних 

перетворень дає змогу удосконалити дискретно-аналітичне відображення у 

спектральні моделі нелінійних задач термінального виведення ЛА, врахувати  

багатоетапність траєкторії виведення та спростити побудову спектральних моделей 

за рахунок апроксимації нелінійних складових диференціальних рівнянь 

поліномами Адоміана. 

У загальному вигляді вихідна математична модель багатоетапного руху ЛА на 

−i му підінтервалі за відсутності параметричних та зовнішніх збурень може бути 

подана векторним нелінійним диференціальним рівнянням: 

),,,(),,( iiNiiiL
i uxtfuxtf

dt

dx
i

+= ,  ,)( 0

1 iii xtx =−   ri ,1= , (3.1) 

де −)(txi
n -вимірний вектор стану, )(tui - m -вимірний вектор керування nm ( ),   

),,( iiL uxtf
i

, ),,( iiN uxtf
i

 − неперервні та неперервно диференційовані за сукупністю 

змінних uxt ,,  вектор-функції, які є відповідно лінійною та нелінійною складовою 

узагальненої сили, ].,[ 1 ii ttt −  

Математичні моделі, отримані диференціальним перетворенням (1.7), (1.11) або 

(1.12) вихідної математичної моделі називаються спектральними моделями. 

Модифікований метод дискретно-аналітичного відображення вихідної нелінійної 

математичної моделі в область зображень (спектральну модель) полягає у виконанні 

наступних дій [243]. 

1. Застосування до диференціального рівняння (3.1) модифікованого методу 

диференціальних перетворень.  
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2. Апроксимація нелінійних складових диференціального рівняння ),,( iiN uxtf
i

поліномами Адоміана. 

3. Заміщення у компонентах поліномів Адоміана змінних )(tx
Ki

 їх відповідними 

зображеннями того самого індексу )(kX i .  

4. Формування спектральної моделі для кожного −i го підінтервалу руху. 

У результаті застосування диференціальних перетворень (1.7) до математичної 

моделі (3.1) отримуємо спектральну модель багатоетапного траєкторного руху ЛА 

на −i му підінтервалі етапу виведення у наступному вигляді: 

 )]}(),,(,[)](),,(,[{
1

),1( 000 kUXkXtfkUXkXtf
k

T
XkX iiiNiiiL

i
ii ii

+
+

=+  , (3.2) 

,...,2,1,0,,1;)0(;)0( 0

0

11

0 ===== krixXXXX ii   

де ),,(),,,( iiNiiL
uxtfuxtf

ii

 - зображення відповідно лінійної та нелінійної складових 

рівняння (3.1). За даною спектральною моделлю, надаючи k  відповідні цілочислові 

значення, можна визначити кінцевий набір диференціальних спектрів (дискрет) 

вектору стану, які потім використовуються для розв’язання задачі оптимального 

керування без інтегрування нелінійних диференціальних рівнянь руху. Можливість 

аналітичного конструювання керування процесом термінального виведення ЛА з 

використанням диференціальних спектрів розглянуто в п. 3.4. 

Перевагами зазначеного підходу є: 

1. Виключення з подальшого розгляду вихідної математичної моделі траєкторного 

руху ЛА у вигляді векторного нелінійного диференціального рівняння та заміна 

його розглядом спектральної моделі в області зображень без відповідних 

функцій часу. 

2. Виключення з подальшого розгляду необхідності чисельного інтегрування 

нелінійних диференціальних рівнянь руху ЛА. 

3. Спрощення побудови спектральної моделі за рахунок використання поліномів 

Адоміана для апроксимації нелінійних складових диференціальних рівнянь руху. 

4. Спектральна модель (3.2) має вигляд рекурентного виразу та дозволяє: 
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- за диференціальним спектром керування )(kU i  знайти диференціальний 

спектр вектору стану )(kX i ; 

- отримати кінцевий набір диференціальних спектрів змінних траєкторного 

руху ЛА, що відповідає вихідній математичній моделі; 

- на базі диференціальних спектрів здійснювати аналітичне конструювання 

термінального керування рухом ЛА. 

5. Враховуючи, що диференціальні перетворення (1.7) є точним операційним 

методом, то спектральна модель (3.2) не має методичних помилок та потенційно 

дозволяє отримати точний розв’язок нелінійного диференціального рівняння 

(3.1). 

6. Спектральна модель (3.2) має універсальний характер та може бути використана 

для розв’язання нелінійних задач оптимального керування рухом різних типів 

ЛА. 

 

3.2. Відображення задачі багатоетапного руху БАЛА у спектральну модель 

 

Нижче, на основі модифікованого методу диференціальних перетворень та 

модифікованого методу дискретно-аналітичного відображення, будується 

спектральна модель багатоетапного траєкторного руху БАЛА на злітно-посадкових 

режимах. 

 

3.2.1. Математична модель траєкторного руху 

 

Для реалізації прийнятої концепції «гнучких» траєкторій руху приймемо 

спрощену математичну модель руху БАЛА, за якою постійно прогнозується рух для 

неперервної корекції траєкторії. Помилки прогнозу, викликані неточністю 

математичної моделі траєкторного руху БАЛА, можна віднести до параметричних 

збурень, величина яких значно менша вітрових збурень і тяги двигунів апарата.  

Так як в концепції «гнучких» траєкторій закладений зворотний зв’язок для 
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парирування і компенсації як параметричних збурень, так й збурень зовнішнього 

середовища, то помилки прогнозу траєкторії руху БАЛА будуть постійно усуватися 

складовою керування, що формується за зворотним зв’язком під час корекції 

траєкторії руху. Необхідно також зазначити, що спрощена математична модель 

повинна зберегти усі зв’язки між значними змінними траєкторного руху. 

Увесь процес виведення умовно розіб’ємо на r  заданих часових інтервалів, 

усередині яких параметри апарату не мають стрибкоподібних змін і не відбувається 

перемикання керування. У подальшому будемо вважати, що всі ці зміни 

відбуваються на межах вибраних інтервалів. За спрощену математичну модель 

траєкторного руху багаторежимної БАЛА, яка зберігає усі зв’язки між значними 

змінними руху, приймемо систему нелінійних звичайних диференціальних рівнянь, 

що описує повздовжній рух апарата на i -ій ділянці руху в проекціях на осі зв’язаної 

системи координат, початок якої співпадає з центром газового об’єму оболонки 

[203,211,244]: 

X
2
Z26CiZY22iZ16CiX11i FxmVmymVm +++++−=+ )()()()(  , (3.3) 

Y
2
Z16CiZX11iZ26CiY22i FymVmxmVm +−++−+−=+ )()()()(  , (3.4) 

;)()(

)()()()(

ZZY16CiZX26Ci

YX1122Y26CiX16CiZ66iZ

MVymVxm

VVVxmVymI

+−−+

−−++−−=+ 
 (3.5) 

Z=
 , (3.6) 

+= cossin YX VVH , (3.7) 

;sincos −= YX VVL  (3.8) 

)/( XY VVarctg −= , (3.9) 

2
Y

2
X

XYYX

VV

VVVV

+

−
=


 , (3.10) 

−= . (3.11) 

В рівняннях (3.3) – (3.11) прийнято наступні позначення: 

YX VV , − проекції швидкості польоту на зв’язані осі; H  − висота польоту;  

L  − дальність польоту; im , iZI  − маса і момент інерції БАЛА відносно зв’язаної осі 
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OZ  на i -ій ділянці руху; j  − приєднані маси і моменти інерції апарата;   − кут 

тангажа;   − кут атаки;   − кут нахилу траєкторії; Z  − проекція вектору кутової 

швидкості на зв’язану вісь OZ ; CC yx ,  − координати центра мас БАЛА відносно 

його центра газового об’єму оболонки; YX FF ,  − проекції сумарної сили, що діє на 

БАЛА, на зв’язані осі OYOX , ; ZM  − проекція сумарного моменту, що діє на БАЛА, 

на зв’язану вісь OZ . Для зручності запису математичної моделі індексом « i » у 

вищенаведених рівняннях відмічені тільки параметри, що зазнають змін на межах 

заданих ділянок руху. 

Сили та моменти, що діють на БАЛА в вертикальній площині симетрії, подамо 

у вигляді: 

GXDVXCTXAXX FFFFF +++= , (3.12) 

GYDVYCTYAYY FFFFF +++= , (3.13) 

GZDVZCTZAZZ MMMMM +++= , (3.14) 

де AZAYAX MFF ,,  - аеродинамічні сили та повздовжній момент; 

CTZCTYCTX MFF ,,  - аеростатичні сили та повздовжній момент; 

DVZDVYDVX MFF ,,  - сили та момент від двигунів; 

GZGYGX MFF ,,    - гравітаційні сили та повздовжній момент. 

Аеродинамічні сили та момент: 







 ++−=


sin/)(),(cos)( /// 32
Z

31
YBY

32
XAX qUVUCCqUCF Z ,  








++=  cos/)(),(sin)( /// 32

Z
31

YBY
32

XAY qUVUCCqUCF Z , (3.15) 

qUVUmVUmmM Z
31

Z
31

ZBZAZ
Z






 ++=
 /)(/)(),( // 

.  

Аеростатичні сили та момент: 

;sin)( −= GBCTX UF   

;cos)( −= GBCTY UF  (3.16) 

.0M CTZ =   
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Гравітаційні сили та момент: 

−= singmF iGX ,  

−= cosgmF iGY , (3.17) 

)sincos( −= CCiGZ yxgmM .  

Сили та момент від двигунів: 

=  cos
i

PF DVX ,  

=  sin
i

PF DVY , (3.18) 

+=  sincos DVDViDVZ xPyPM
i

.  

У виразах (3.13) - (3.16) прийнято позначення: 

U  − об’єм газу в оболонці; 
i

P  − сумарна тяга двигунів БАЛА на i -ій ділянці руху; 

XC , YC  − коефіцієнти лобового опору та піднімальної сили; Zm  − коефіцієнт 

повздовжнього моменту; Z
Y

C
  − похідна коефіцієнта піднімальної сили за кутовою 

швидкістю тангажа;  
ZZ

mm Z ,  − похідна коефіцієнта повздовжнього моменту за 

кутовою швидкістю тангажа і швидкість зміни кута атаки відповідно;  

g  − прискорення вільного падіння;   − кут відхилення вектору тяги;  

DBDB yx ,  − координати двигунів відносно центру газового об’єму оболонки;  

B  − кут відхилення керма висоти; GB  ,  − питома вага повітря та газу;  

2Vq 2 /=  − швидкісний напір, що дорівнює;   − щільність повітря; 2
Y

2
X

VVV += . 

Сучасні дирижаблі значну частину своїх маневрів мають здійснювати у 

безпосередній близькості від поверхні землі. До таких режимів належать 

вертикальний або з малим пробігом зліт/посадка, вантажно-розвантажувальні та 

монтажні роботи, патрулювання біля земної або водної поверхні, причалювання, 

стоянка на причальній щоглі тощо. В усіх цих випадках вплив поверхні землі може 

призвести до виникнення додаткових сил і моментів, що діють на дирижабль. 

Проведені раніше в аеродинамічній трубі дослідження впливу близькості землі на 

аеродинамічні характеристики дирижабля показали, що при поздовжньому обтіканні 

таких тіл поблизу екрана утворюється від’ємна підсмоктувальна сила, яка притискає 
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апарат до поверхні, тоді як при поперечному обтіканні дирижабля поблизу землі 

виникає додаткова піднімальна сила, що намагається «відірвати» апарат від екрана. 

Окрім того, близькість поверхні землі впливає на обертальні похідні 

аеродинамічних моментів, на значення приєднаних мас і моментів інерції. У 

першому наближенні цей вплив можна врахувати у вигляді залежних від висоти 

апарата над поверхнею землі певних додач до відповідних аеродинамічних 

характеристик дирижабля в нескінченному просторі. Зазначені додачі було 

отримано за результатами  експериментального визначення аеродинамічних сил і 

моментів. Сумарні безрозмірні аеродинамічні характеристики з урахуванням 

відповідних додач можна подати такими виразами [211]: 

22
XAXA )h1)(0001,01114,00066,0(CC /+−+=


, 

22
YAYA )h1)(0002,0005,00344,0(CC /−+−+=


, 

22
ZAZA )h1)(0002,00003,00137,0(mm /−++=


, 

  2
ZA1122YA

h100030mhKhK2C Z )(,)()( −−−= 


, 

)h1(50)mm(mm
ZAZAZAZA

ZZ /,−+=+ 
  , 

де 


 +


)(,,,

ZAZAZAYAXA mmmCC Z  ‐ значення безрозмірних аеродинамічних 

характеристик у нескінченному потоці; кут атаки   подається в градусах; Dhh 3 /=  ‐ 

безрозмірна висота апарата над поверхнею екрана; Dh3 , - висота апарата над 

поверхнею екрана та максимальний діаметр корпусу апарату відповідно. Точність такої 

апроксимації можна підвищити введенням у відповідні характеристики членів, які 

лінійно залежать від h1 / .  

Розглянемо тепер вплив поверхні землі на коефіцієнти приєднаних мас 

дирижабля. При цьому не будемо брати до уваги додач, зумовлених оперенням, 

оскільки оперення дирижабля через великий діаметр корпусу досить високо 

розташовується над поверхнею землі. У результаті безрозмірна висота, як правило, 

більша за одиницю. У цих випадках, як відомо, впливом екрана можна знехтувати. 

Апроксимаційні вирази для коефіцієнтів приєднаних мас мають вигляд [211]:  
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2

1111 )h1(016,0K)h(K /+=


, 

2
2222 )h1(16,0K)h(K /+=


, 

2
6666 )h1(048,0K)h(K /+=


, 

)h1(0032,0K)h(K 2626 /+=


. 

Зазначимо, що з наближенням до поверхні землі, коефіцієнти основних 

приєднаних мас збільшуються. Для отримання зазначених коефіцієнтів для 

дирижабля з оперенням для урахування впливу землі необхідно отримати додачі 

оперення в значеннях приєднаних мас і додати їх лише до першого доданка з 

наведених раніше апроксимацій, позначених індексом . 

Необхідно мати на увазі, що наведені вище аналітичні вирази з урахування 

впливу близькості землі здобуто з використанням результатів експериментальних 

досліджень моделі гіпотетичного дирижабля в аеродинамічній трубі, а отже, вони є 

наближеними. 

 

3.2.2. Спектральна модель руху БАЛА  

 

Для спрощення застосування диференціальних перетворень перетворимо 

вищенаведену математичну модель (3.3) – (3.11): 

x14
2
z13zy12z11x FaaVaaV +++=  , 

y24
2
z23zx22z21y FaaVaaV ++−−=  ,  

z6zy5zx4yx3y2x1z MbVbVbVVbVbVb +−−+−=  , 

z=
 , (3.19) 

,2y1x NVNVH +=  

,1y2x NVNVL −=  

,xyyx VVVVW  −=  

−= , 
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де ;;;;
11i

14
11i

26ci
13

11i

22i
12

11i

11ci
11

m

1
a

m

xm
a

m

m
a

m

ym
a

+
=

+

+
=

+

+
=

+

−
=             (3.20) 

;
22i

26ci
21

m

xm
a

+

+
= ;

22i

11i
22

m

m
a

+

+
= ;;

22i
24

22i

16ci
23

m

1
a

m

ym
a

+
=

+

−
=  

;;
66z

26ci
2

66z

16ci
1

ii
I

xm
b

I

ym
b

+

+
=

+

−
= ;

66z

1122
3

i
I

b
+

−
= ;

66Z

26Ci
4

i
I

xm
b

+

+
=  

 

;;
66z

6
66z

16ci
5

ii
I

1
b

I

ym
b

+
=

+

−
=

2
y

2
x

2
2121 VVVWRRNN +====== ;cos;sin;cos;sin . 

Математичну модель (3.19) доповнимо прогнозованою програмою зміни кута 

відхилення вектору тяги за часом:  

taa 10 += , 

де 0a  і 1a  - вільні параметри, що підлягають визначенню. Проведені льотні 

випробування дирижаблю Skyship-500 показали, що дана програма зміни кута 

відхилення вектору тяги близька до оптимальної на злітно-посадкових режимах  

[245,246].  

Застосувавши до рівнянь (3.19) диференціальні перетворення (1.7) з 

урахуванням апроксимації нелінійних членів рівнянь (складові, що містять добутки 

 cos,sin,cos,sin,,,, yyxxyxzx
2
zzy VVVVVVVV ) поліномами Адоміана згідно 

виразів (2.21) та (2.22), отримаємо наступну модифіковану математичну модель 

руху дирижабля в області зображень:  
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)()( k
1k

h
1k Z

+
=+ , (3.24) 
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)()()()()()( , (3.27) 

)()()( kkk −= , (3.28) 

1)-(kъTa(k)ъak i10 += )( , (3.29) 

)()()()()( kFkFkFkFkF GXDVXCTXAXX
+++= , (3.30) 

)()()()()( kFFkFkFkFkF GYGYDVYCTYAYY +++= , (3.31) 

)()()()()( kMkMkMkMkM GZDVZCTZAZZ +++= , (3.32) 

)()()()()()()( 
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Z

k

0
7

34
k

0
6

34
5AZ kQU1

h

1
kQUkQUkM −++

+
−+= 

=

=

=

=

, (3.35) 

)()()( kNUkF 1GBCTX −= , (3.36)  

)()()( kNUkF 2GBCTY −= , (3.37)  

0kM CTZ =)( , (3.38) 

)()( kNgmkF 1iGX −= , (3.39) 

 )()( kNgmkF 2iGY −= , (3.40)  

 )()()( kNykNxgmkM 1C2CiGZ −= , (3.41) 

)()( kRPkF 2DVX i
= , (3.42)  
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)()( kRPkF 1DVY i
= , (3.43)  

)()()( kRXPkRYPkM 1DVi2DViDVZ  += , (3.44)  

за умови, що constP
i
= . 

У спектральній моделі (3.21) – (3.44) прийнято наступні позначення: 
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Риска знизу означає зображення відповідного параметру чи змінної. 

Відмінність запропонованої спектральної моделі від відомої [211] полягає у 

застосуванні поліномів Адоміана для апроксимації нелінійних членів 

диференціальних рівнянь траєкторного руху БАЛА, що дає змогу подолати 
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математичні труднощі та істотно зменшити обчислювальні витрати при знаходженні 

диференціальних спектрів змінних параметрів руху.  

Вищенаведена спектральна модель (3.21) – (3.44) дозволяє в момент часу 0t0 =  

для довільних початкових умов за цілочислових значень ,...,, 210k =  визначати 

диференціальні спектри усіх істотних параметрів руху БАЛА. 

Перевага спектральної моделі (3.21) – (3.44) полягає у тому, що для визначення 

дискрет диференціальних спектрів змінних, що характеризують рух БАЛА, 

достатньо виконати арифметичні операції складання-віднімання та добутку, 

послідовно присвоюючи цілочисловому аргументу k  значення ,...,, 210k =  

Розглянемо питання адекватності наведеного вище дискретно-аналітичного 

відображення математичної моделі динаміки повздовжнього руху дирижабля в 

спектральну модель. Як вихідна математична модель прийнята модель, що складена 

в [211]. Дана модель є аналогічною запропонованій Woo G.A. [245], яка задовільно 

погоджується з результатами льотних випробувань [246]. За допомогою 

математичного апарата диференціальних перетворень здійснено дискретно-

аналітичне відображення прийнятої математичної моделі в область зображень. 

Диференціальні перетворення є точним операційним методом [175,176]. Тому 

переведення вихідної математичної моделі в область зображень точним 

операційним методом диференціальних перетворень зберігає точність вихідної 

математичної моделі. В силу цього можна стверджувати, що результати 

моделювання траєкторного руху дирижабля будуть задовільно співпадати з 

відповідними даними льотних випробувань. 

 

3.2.3. Диференціальні спектри змінних траєкторного руху 

 

Послідовно задаючи цілочислові значення аргументу ,...,, 210k = , за 

спектральною моделлю (3.21) – (3.44) в момент початку процесу керування 

0t0 =  знайдемо дискрети диференціальних спектрів змінних траєкторного 

руху БАЛА як функції від довільних початкових умов змінних математичної 
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моделі (3.3) - (3.18), довільних параметрів 10 aa ,  кута відхилення вектору тяги 

  та часу iT  i -ої ділянки процесу керування БАЛА.  

Детальніше зупинимося на знаходженні дискрет нелінійних складових 

диференціальних рівнянь руху за допомогою поліномів Адоміана на прикладі 

першого рівняння системи (3.19) та його зображення (3.21).  

Маємо: 2
z13xzy12x aFVaF

21
== ,  та їх зображення 

=

−=
k

k

kkkYX ZAkVakF
0

112

1

11
,

~~
)()(  

k13X AakF
2

~
)( =  відповідно. Відповідно до процедур (2.21) та (2.22) отримуємо: 

 
 
    ...,)()()()(,)()()()(

,)()()()(

,)()()()(),()()(

04V3Va4F03V2Va3F

02V1Va2F

01V0Va1F00Va0F

ZYY12XZYY12X

ZYY12X

ZYY12XZY12X

11

1

11

+=+=

+=

+==

         (3.46) 

   
 
   ,...)()()()(,)()()()(

,)()()()(

,)()()(,)()(

043a4F032a3F

021a2F

110a1F0a0F

ZZZ13XZZZ13X

ZZZ13X

ZZ13X
2

Z13X

22

2

22

+=+=

+=

+==

 

З рекурентного виразу (3.21) знаходимо диференціальний спектр XV : 

0XX V0V =)( , 







+++= )()()( 0FaaVa1

h

1
ah1V X14

2
Z13ZY12Z11X

000
, 

( ) 







++++= )()()()()()( 1Fa1a21V1Va2

h

2
a

2

h
2V X14ZZ13ZYZY12Z11X 000

, (3.47) 
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0

00
 

де 
0ZZ 0 = )( , 

0XX V0V =)( - початкові значення змінних )(tZ  і )(tVX . 

Диференціальний спектр YV  визначимо з виразу (3.22): 

0YY V0V =)( , 







+++−= )()()( 0FaaVa1

h

1
ah1V Y24

2
Z23ZX22Z21Y

000
, 

( ) 







++++−= )()()()()()( 1Fa1a21V1Va2

h
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2

h
2V Y24ZZ23ZXZX22Z21Y 000

, (3.48) 
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де 
0YY V0V =)( - початкове значення змінної )(tVY . 

З виразу (3.23) визначимо диференціальний спектр )(kZ : 

0ZZ 0 = )( ,  









+−−+−= )(

)()(
)( 0MbVbVbVVb

h

1V
b

h

1V
bh1 Z6ZY5ZX4YX32

X
1Z 000000

, 

( )
( ) ( )

,

)()()()()(

)()(
)()(

)(

















++−+−

−++−
=

1Mb1V1Vb1V1Vb

1VVV1Vb
h

2V2
b

h

2V2
b

2

h
2

Z6ZYZY5ZXZX4

YXYX32
X

1
Z

0000

00  (3.49) 

( )

( )
























+++−

−





 ++−

−+++−

=

)()()()()(

)()()()(

)()()()(
)()(

)(

2Mb2V11V2Vb

2V11V2Vb

2VV1V1VV2Vb
h

3V3
b

h

3V3
b

3

h
3

Z6ZYZYZY5

ZXZXZX4

YXYXYX32
X

1

Z

00

00

00

. 

Дискрети диференціального спектра кута тангажа )(k  обчислюємо за виразом 

(3.24): 

00 = )( , 
0Zh1 = )( , )()( 1

2

h
2 Z= , )()( 2

3

h
3 Z= , )()( 3

4

h
4

Z
= . (3.50) 

З виразу (3.25) визначаємо диференціальний спектр висоти )(kH : 

0H0H =)( ,  )()()( 0NV0NVh1H 2Y1X 00
+= , 

 )()()()()()()( 1NV0N1V1NV0N1V
2

h
2H 2Y2Y1X1X 00

+++= , (3.51) 

 .)()()()()()()()()()()( 2NV1N1V0N2V2NV1N1V0N2V
3

h
3H 2Y2Y2Y1X1X1X 00

+++++=  

З виразу (3.26) визначаємо диференціальний спектр дальності )(kL : 

0L0L =)( ,  )()()( 0NV0NVh1L 1Y2X 00
−= , 

 )()()()()()()( 1NV0N1V1NV0N1V
2

h
2L 1Y1Y2X2X 00

−−+= , (3.52) 
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 .)()()()()()()()()()()( 2NV1N1V0N2V2NV1N1V0N2V
3

h
3L 1Y1Y1Y2X2X2X 00

+−−++=  

Із співвідношення (3.27) обчислюємо диференціальний спектр кута атаки )(k : 

00 = )( ,  
00 XYYX V1VV1V
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)( 1W1V2V21V1VV2V21V1V
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00 XYXYYXYX −−−+= , (3.53) 















−−−−

−−++
=

)()()()()()()(

)()()()()()()(

)(
)(

1W222W1V3V31V2V2
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1
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0

XYXY

XyYXYXYX
. 

З виразу (3.28) визначаємо диференціальний спектр кута нахилу траєкторії )(k : 

0000 =−= )( , )()()( 111 −= , )()()( 222 −= , )()()( 333 −= . (3.54) 

Дискрети диференціального спектра кута відхилення вектору тяги )(k  

обчислюємо за виразом (3.29) з урахуванням співвідношення (3.30): 

0a0 = )( , Ta1 1= )( , 02k = )( . (3.55) 

Дискрети сил та моментів, що діють на БАЛА обчислюємо за виразами (3.31)-

(3.45): 

)()()()()( 0F0F0F0F0F GXDVXCTXAXX +++= , 

)()()()()( 1F1F1F1F1F GXDVXCTXAXX +++= , 

)()()()()( 2F2F2F2F2F GXDVXCTXAXX +++= , 

)()()()()( 3F3F3F3F3F GXDVXCTXAXX +++= , 

)()()()()( 0F0F0F0F0F GYDVYCTYAYY +++= , 

)()()()()( 1F1F1F1F1F GYDVYCTYAYY +++= , 

)()()()()( 2F2F2F2F2F GYDVYCTYAYY +++= , 

)()()()()( 3F3F3F3F3F GYDVYCTYAYY +++= , 

)()()()()( 0M0M0M0M0M GZDVZCTZAZZ +++= ,                                                                  

)()()()()( 1M1M1M1M1M GZDVZCTZAZZ +++= , 
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)()()()()( 2M2M2M2M2M GZDVZCTZAZZ +++= , 

)()()()()( 3M3M3M3M3M GZDVZCTZAZZ +++= , 
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( ))()()()()()()(

)()()()()()()()()()(
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+++++=

, 

( ) )()( 0NU0F 1GBCTX −= , ( ) )()( 1NU1F 1GBCTX −= , 

( ) )()( 2NU2F 1GBCTX −= , ( ) )()( 3NU3F 1GBCTX −= , 

( ) )()( 0NU0F 2GBCTY −= , ( ) )()( 1NU1F 2GBCTY −= , 

( ) )()( 2NU2F 2GBCTY −= , ( ) )()( 3NU3F 2GBCTY −= , 

03M2M1M0M CTZCTZCTZCTZ ==== )()()()( , (3.56) 

)()( 0Nmg0F 1GX −= , )()( 1Nmg1F 1GX −= , )()( 2Nmg2F 1GX −= , )()( 3Nmg3F 1GX −= , 

)()( 0Nmg0F 2GY −= , )()( 1Nmg1F 2GY −= , )()( 2Nmg2F 2GY −= , )()( 3Nmg3F 2GY −= , 

 )()()( 0Ny0Nxmg0M 1С2СGZ −= ,  )()()( 1Ny1Nxmg1M 1C2CGZ −= , 

 )()()( 2Ny2Nxmg2M 1C2СGZ −= ,  )()()( 3Ny3Nxmg3M 1C2CGZ −= , 

)()( 0RP0F 2DVX = , )()( 1RP1F 2DVX = , )()( 2RP2F 2DVX = , )()( 3RP3F 2DVX =  

)()( 0RP0F 1DVY = , )()( 1RP1F 1DVY = , )()( 2RP2F 1DVY = , )()( 3RP3F 1DVY =  

 )()()( 0Rx0RyP0M 1DV2DVDVZ +=  ,  )()()( 1Rx1RyP1M 1DV2DVDVZ +=  , 

 )()()( 2Rx2RyP2M 1DV2DVDVZ +=  ,  )()()( 3Rx3RyP3M 1DV2DVDVZ +=  , 

Дискрети додаткових змінних подамо у вигляді: 

01 0N = sin)( , )()()( 0N11N 21 = , )()()()()( 0N21N1
2

1
2N 221 += , 

)()()()()()()( 0N31N2
3

2
2N1

3

1
3N 2221 ++= , 

02 0N = cos)( , )()()( 0N11N 12 −= , 







+−= )()()()()( 0N21N1

2

1
2N 112 , 









++−= )()()()()()()( 0N31N2

3

2
2N1

3

1
3N 1112 , 

01 0R = sin)( , )()()( 0R11R 21 = , )()()()()( 0R21R1
2

1
2R 221 += , 
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)()()()()()()( 0R31R2
3

2
2R1

3

1
3R 2221 ++= , 

02 0R = cos)( , )()()( 0R11R 12 −= , 
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1
2R 112 , 
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3

1
3R 1112 , 

01 0S = sin)( , )()()( 0S11S 21 = , )()()()()( 0S21S1
2

1
2S 221 += , 

)()()()()()()( 0S31S2
3

2
2S1

3

1
3S 2221 ++= , 

02 0S = cos)( , )()()( 0S11S 12 −= , 







+−= )()()()()( 0S21S1

2

1
2S 112 , 









++−= )()()()()()()( 0S31S2

3

2
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3

1
3S 1112 , (3.57) 

)()( 0CBС0С 2
2X1 0 += , )()()( 0C1CB21С 221 = ,  )()()()( 1C0C2C2B2С 2

2221 +=  , 

 )()()()()( 1C2C0C3CB23С 22221 +=  , 

)()()( 0C0CС0С BYYY2
B

0
++=

 , )()()( 1C1C1С BYY2
B +=

 , )()()( 2C2C2С BYY2
B +=

 , 

)()()( 3C3C3С BYY2
B +=

 , 

)()()( 0CC0С ZZ

0
YY3 += 

, )()()( 1C1С Z
Y3 =  , )()()( 2C2С Z

Y3 =  , )()()( 3C3С Z
Y3 =  , 

)()()( 0m0mm0m BZZZ1
B

0
++=

 , )()()( 1m1m1m BZZ1
B +=

 , )()()( 2m2m2m BZZ1
B +=

 , 

)()()( 3m3m3m BZZ1
B +=

 , 

)()()( 0mm0m
ZZ2

0
+=   , )()()( 1m1m

Z2 =  , )()()( 2m2m
Z2 =  , )()()( 3m3m

Z2 =  , 

)()()( 0mm0m ZZ

0
ZZ3 +=  , )()()( 1m1m Z

Z3 =  , )()()( 2m2m Z
Z3 =  , )()()( 3m3m Z

Z3 =  , 

)()()( 0q0C0Q 11 = , )()()()()( 1q0C0q1C1Q 111 += ,  

)()()()()()()( 2q0C1q1C0q2C2Q 1111 ++= , 

)()()()()()()()()( 3q0C2q1C1q2C0q3C3Q 11111 +++= , 

)()()( 0q0C0Q 22 = , )()()()()( 1q0C0q1C1Q 222 += ,  
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)()()()()()()( 2q0C1q1C0q2C2Q 2222 ++= , 

)()()()()()()()()( 3q0C2q1C1q2C0q3C3Q 22222 +++= , 

033 V0C
2

0Q )()(


= ,  )()()()( 1V0CV1C
2

1Q 3033 +


= ,  

 )()()()()()( 2V0C1V1CV2C
2

2Q 33033 ++


= , 
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В результаті проведення алгебраїчних обчислень, отримаємо наступні вирази 

для отримання дискрет змінних стану траєкторного руху БАЛА: 

0XX V0V =)( ,  2
040iX VCaPT1V

i
−=  cos)( , (3.58) 
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де 2
Y

2
X0

00
VVV += − початкова швидкість польоту. 

Отримані диференціальні спектри змінних траєкторного руху будуть 

використані у подальшому для аналітичного конструювання термінального 

керування БАЛА на злітно-посадкових режимах. 
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 3.3. Відображення задач багатоетапного виведення АКС на орбіту у 

спектральну модель 

 

Побудуємо дискретно-аналітичне відображення нелінійної математичної задачі 

багатоетапного виведення АКС на орбіту у спектральну модель, застосувавши 

модифікований метод диференціальних перетворень та модифікований метод 

дискретно-аналітичного відображення.  

 

3.3.1. Математична модель траєкторного руху 

 

Знаходження оптимальної траєкторії виведення АКС на орбіту будемо 

здійснювати, за аналогію з БАЛА, у рамках реалізації концепції «гнучких» 

траєкторій. Це дозволяє використовувати для неперервної корекції спрощені 

математичні моделі руху АКС, за якими постійно прогнозується рух для 

неперервної корекції траєкторії. Помилки прогнозу, що викликані неточністю 

математичної моделі багатоетапного траєкторного руху АКС, будемо відносити до 

параметричних збурень, величини яких значно менші вітрових збурень, варіації 

щільності атмосфери та тяги двигунів АКС. Враховуючи, що в концепції «гнучких» 

траєкторій закладений зворотний зв’язок для парирування та компенсації як 

параметричних збурень, так й збурень зовнішнього середовища, то помилки 

прогнозу траєкторії руху багаторежимної АКС будуть постійно усуватися 

складовою керування, що формується за зворотним зв’язком під час корекції 

траєкторії руху АКС [21,25]. Необхідно також зазначити, що спрощена математична 

модель повинна зберегти усі зв’язки між значними змінними траєкторного руху. 

Увесь процес виведення умовно розіб’ємо на r  заданих часових інтервалів, 

усередині яких параметри апарату не мають стрибкоподібних змін і не відбувається 

перемикання керування. У подальшому будемо вважати, що всі ці зміни 

відбуваються на межах вибраних інтервалів. За спрощену математичну модель 

траєкторного руху багаторежимної АКС на i -ій ділянці процесу виведення ( r1i ,= ), 

яка зберігає усі зв’язки між значними змінними руху, оберемо систему нелінійних 
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диференціальних рівнянь, що описує плаский рух центру мас АКС в проекціях на 

осі швидкісної системи координат [25,247]: 

XgmPVm iii −−= sincos , (3.64) 

Зi
З

2
i

iii Vm2
HR

Vm
YgmPVm +

+
++−= coscossin , (3.65) 

iim −= , (3.66) 

= sinVH , (3.67) 

= cosVL , (3.68) 

−= . (3.69) 

В рівняннях (3.64) - (3.69) використані наступні позначення: 

V  − повітряна швидкість АКС; im  − маса АКС; iP  − тяга двигунової установки АКС; 

  − кут атаки;   − кут нахилу траєкторії;   − кут тангажа; X  − сила лобового опору 

АКС; Y  − аеродинамічна піднімальна сила АКС; g  − прискорення вільного падіння; 

З  − кутова швидкість добового обертання Землі; ЗR − радіус Землі; 

H  − висота польоту АКС відносно Землі; L  − поточна дальність польоту;  

i  − секундна масова витрата компонентів палива двигунової установки АКС. 

Для зручності запису математичної моделі індексом « i » у рівняннях (3.64) - 

(3.69) позначені лише параметри, що зазнають стрибкоподібних змін на межах 

заданих ділянок процесу виведення. 

Аеродинамічні сили подамо в загальноприйнятому вигляді: 

= SqMCX X ),( , (3.70) 

= SqMCY Y ),( , (3.71) 

2

V
q

2
=  , (3.72) 

де M  − число Маху; q  − швидкісний напір;   − щільність повітря на висоті H ;  

XC  − коефіцієнт лобового опору; YC  − коефіцієнт піднімальної сили;  

фS  − площина міделевого перерізу АКС. 
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Зміну щільності повітря залежно від висоти польоту апроксимуємо 

експоненціальною залежністю [248]: 

H
0 e −= , (3.73) 

де 0 - щільність повітря на висоті 0H = ;   - постійний коефіцієнт. 

Коефіцієнт лобового опору АКС моделюємо квадратичною полярою: 

2
YXX CBCC

0
+= , (3.74) 

де коефіцієнти 
0XC  і B  в області гіперзвукових швидкостей не залежать від числа 

Маху. 

Аеротермодинамічні навантаження, що діють на поверхні багаторежимної 

АКС, апроксимуємо виразом [249,250]: 

3VCS
4

1
Q = 
 , (3.75) 

де Q  −  тепловий потік; ФC  − константа, що залежить від форми АКС. 

Наведена вище математична модель (3.64) − (3.69) відображує основні зв’язки 

між істотними змінними та у явному вигляді розкриває залежність 

аеротермодинамічних навантажень від характеристик набору швидкості АКС та 

зміни щільності атмосфери від висоти. Однак дана модель потребує уточнення, так 

як окрім урахування аеротермодинамічних навантажень необхідно розглядати й 

інші критерії якості траєкторного руху АКС під час виведення її на орбіту.  

       Це питання буде розглянуте у розділі 5. 

 

3.3.2. Спектральна модель процесу виведення АКС на орбіту  

 

Складність спектральної моделі процесу виведення АКС на орбіту залежить від 

складності початкової математичної моделі. З метою спрощення складання 

спектральної моделі перетворимо наведену вище математичну модель (3.64) - (3.69). 

Введемо до розгляду систему координат 11OYX  з початком в точці старту 

орбітального ступеня АКС. Позначимо: 
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,LX1 = ,HY1 = ,21 XLX ==  ,21 YHY ==  ,/ 2211 ZCVCVXZ +==

,/ VCVYZ 32 == ,/ 2SCC
0x1 =   ,BCC y2 =   ./ 2SCC y3 

 =  

Враховуючи ці позначення, рівняння (3.59) - (3.64) набудуть наступного 

вигляду: 

21 XX = , 

,2cos 23
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2 Y
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tg =  

Виразимо останні два співвідношення у диференціальній формі. 

Диференціюючи ці вирази за часом отримаємо: 

.sincoscossin

,

−=+

+=





2222

2222

YYXX

YYXXVV
 (3.77) 

Останній вираз, враховуючи позначення = cosVX 2 , = sinVY2 , 

перетворюється в диференціальну форму для визначення кута нахилу траєкторії: 

.2222
2 YXYXV  −=  (3.78) 

Застосуємо до рівнянь (3.76) - (3.78) модифікований метод диференціальних 

перетворень з урахуванням апроксимації нелінійних членів рівнянь (складові, що 

містять компоненти 1
1322 )( −+YRYX , 1

1322 )( −+YRXX ) поліномами Адоміана  
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(  −− kk BA
~

,
~

) згідно виразів (2.21) та (2.22) та властивостей диференціальних 

перетворень.  

Як результат, отримуємо наступну спектральну модель процесу виведення АКС 

на орбіту:  
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У спектральній моделі (3.79) - (3.98) прийнято позначення: 

= cos3Z , = sin4Z , 15 ZMZ = , 26 ZMZ = , ,)( 1
1327
−+= YRXZ  

tm

1
M

i0i
−

= , VW = , taa 10 += , (3.99) 

де 0a  і 1a  −  вільні параметри прогнозованого керування кутом тангажа  , що 

підлягають визначенню; 
i0m − початкова маса ОС АКС на i -ій ділянці процесу 

виведення. Масштабна стала ih  для i -ої ділянки виведення обрана такою, що 
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дорівнює тривалості iT  процесу керування на цієї ділянці. Риска знизу означає 

зображення відповідного параметру чи змінної. 

Відмінність вищенаведеної спектральної моделі від відомої [25] полягає у 

запровадженні поліномів Адоміана для апроксимації нелінійних членів 

диференціальних рівнянь траєкторного руху АКС, що дає змогу подолати 

математичні труднощі та істотно зменшити обчислювальні витрати при знаходженні 

диференціальних спектрів нелінійних складових рівнянь руху.  

Прогнозована програма зміни кута тангажа   за часом за невеликих кутів 

тангажа, характерних для горизонтального старту ОС АКС, в моделі (3.79) - (3.97) 

обрана близькою до оптимальної програми виведення АКС на орбіту, відомої як 

закон лінійного тангенсу [57,59]: 

cttgtg 0 −= . (3.100) 

Вищенаведена спектральна модель (3.79) - (3.98) дає змогу в момент часу 0t0 =  

для довільних початкових умов за цілочислових значень аргументу ,...,, 210k =  

визначити диференціальні спектри усіх істотних параметрів траєкторного руху АКС 

під час її виведення на орбіту.  

Перевага спектральної моделі (3.79) - (3.98) полягає у тому, що для визначення 

дискрет диференціальних спектрів змінних, що характеризують процес виведення 

АКС на орбіту, достатньо виконати арифметичні операції складання-віднімання та 

добутку, послідовно присвоюючи цілочисловому аргументу k  значення ,...,, 210k =

Наведена вище спектральна модель є універсальною і може використовуватися для 

реалізації процесу виведення на орбіту різних проектів АКС.  

 

3.3.3. Диференціальні спектри змінних траєкторного руху 

 

Послідовно задаючи цілочислові значення аргументу ,...,, 210k = , за 

спектральною моделлю (3.79)-(3.98) в момент початку керованого руху ОС 0t0 =  

знайдемо дискрети диференціальних спектрів змінних траєкторного руху АКС у 

вигляді функцій від довільних початкових умов змінних математичної моделі (3.76)-
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(3.78), довільних параметрів 10 aa ,  куту тангажа   та часу iT  i -ої ділянки процесу 

виведення АКС на орбіту.  

Детальніше зупинимося на знаходженні дискрет нелінійних складових 

диференціальних рівнянь руху за допомогою поліномів Адоміана відповідно до 

процедури (2.22).  

Розглянемо нелінійні складові рівнянь (3.80) та (3.82): 
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де iA
~

, iB
~

 − компоненти поліномів Адоміана для функцій 22, XY відповідно, які 

обчислюються за формулою (2.21). 

У результаті отримуємо наступні диференціальні спектри змінних траєкторного 

руху АКС:  
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202202 Y0YX0X == )(,)( . 

Отримані диференціальні спектри змінних траєкторного руху будуть 

використані у подальшому для аналітичного конструювання термінального 

керування процесом виведення АКС на орбіту. 

 

3.4. Аналітичне конструювання термінального керування рухом ЛА  

на базі  диференціальних спектрів 

 

Покажемо, що на базі диференціальних спектрів змінних траєкторного руху  

можна розв’язувати нелінійні задачі аналітичного конструювання керування 

процесом  термінального виведення ЛА. Розглянемо задачу виведення БАЛА із 

довільних початкових умов у задані кінцеві:  

THH(T) = , (3.102) 

TYY V(T)V = , (3.103) 

TXX V(T)V =  (3.104) 

на проміжному етапі його руху при керуванні кутом відхилення вектору тяги. Для 

спрощення, будемо розглядати плоскопаралельний рух БАЛА ( 0z  ).   



155 

  

Розв’язання даної задачі з використанням традиційних методів, наприклад, 

методу принципу максимуму Понтрягіна або методу динамічного програмування 

Беллмана, призводить до математичних труднощів та значного обсягу обчислень, 

так як необхідно розв’язувати або двоточкову нелінійну крайову задачу, або 

нелінійні диференціальні рівняння в частинних похідних.  

Для подолання математичних труднощів та зменшення обсягу обчислень 

розглянемо розв’язання задачі керування процесом виведення БАЛА на задану 

висоту за допомогою диференціальних спектрів змінних траєкторного руху ЛА. Для 

цього математичну модель (3.19) траєкторного руху БАЛА замінюємо спектральною 

моделлю (3.21)–(3.44). Потім задаємося прогнозованою програмою зміни кута 

відхилення вектору тяги за часом в класі аналітичних функцій з вільними 

параметрами, що підлягають визначенню, наприклад у вигляді лінійної функції: 

taa(t) 10 += . (3.105) 

За спектральною моделлю (3.21) – (3.44) визначаються диференціальні спектри 

змінних траєкторного руху БАЛА як функцій від довільних початкових умов, 

вільних параметрів прогнозованого керування та часу T  усього процесу керування.  

На наступному етапі використовується властивість диференціальних спектрів (2.5), 

за якою алгебраїчна сума усіх дискрет диференціального спектра будь-якої 

аналітичної функції в точці 0t0 =  дорівнює значенню оригіналу в точці Tt = (момент 

завершення виведення апарата у задану точку). 

Підсумовуючи дискрети (3.62)−(3.63) диференціального спектра (3.25) та 

підставляючи отриману суму до виразу (3.102), отримаємо рівняння, що зв’язує 

параметри керування та траєкторного руху БАЛА із заданою висотою: 

 
( ) ( )
( ) ( ) T

01

0X76

2
040Y76

3

0

2

Y0 H

aaP

ФaPVCC

VCaPVCC

6

T
aPФ

2

T
TVHTH

0

0

0
=





















+

+++−

−−+

++++=









cos
~

~
sin

~

cos

sin
~~

)( . (3.106) 

Аналогічно, підсумовуючи дискрети (3.60)−(3.61) диференціального спектра 

(3.22) та підставляючи отриману суму в (3.103), отримаємо рівняння, що зв’язує 
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параметри керування та траєкторного руху БАЛА із заданою вертикальною 

швидкістю набору висоти: 
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Третє рівняння отримаємо шляхом підставлення до виразу (3.104) алгебраїчної 

суми дискрет (3.58)−(3.59):  
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Три рівняннях (3.106) - (3.108) дають змогу визначити час T  усього процесу 

виведення апарата у задану точку простору та вільні параметри 10 aa ,  керування 

кутом відхилення вектору тяги. 

Із рівняння (3.107) знайдемо параметр керування 1a  
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Підставлення (3.109) до виразу (3.106) дає змогу отримати вираз для 

визначення початкового значення кута відхилення вектору тяги для довільних 

початкових значень змінних траєкторного руху БАЛА. Тому для поточного 

значення кута відхилення вектору тяги k  залежно від поточних значень змінних 

виведення БАЛА на задану висоту маємо закон керування у неявному вигляді:  
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Час T  усього процесу виведення БАЛА на задану висоту визначається із 

рівняння (3.108) з урахуванням співвідношення (3.109): 
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Таким чином, на основі диференціальних спектрів траєкторного руху БАЛА під 

час його виведення на задану висоту, отримано закон керування відхиленням 

вектору тяги (3.110), який з урахуванням виразів (3.111)-(3.112) дає змогу для 

поточних значень змінних траєкторного руху здійснювати керування процесом 

виведення апарату у задані граничні умови (3.102)-(3.104). Закон керування (3.110)-

(3.112) реалізує зворотний зв'язок по виведенню БАЛА у задані граничні умови 

(3.102)-(3.104). Зміна значень змінних траєкторного руху внаслідок дії зовнішніх 

збурень та варіацій параметрів апарату неперервно враховуються під час обчислень 

на БЦОМ за виразами (3.110)-(3.109) нового значення командного кута відхилення 

вектору тяги, що задовольняють граничним умовам (3.102)-(3.104).   

 Таким чином, показана можливість розв’язання нелінійних задач аналітичного 

конструювання керування процесом виведення ЛА на задану висоту на базі 

диференціальних спектрів їх траєкторного руху. Для реалізації цієї можливості 

необхідно визначити оптимальні програмні керування у вигляді функції ),( ii Atu  часу 

t  та вектору вільних параметрів ),...,,( in2i1ii aaaA = . В наступному розділі буде 

показано, що цю задачу для багатоетапного керування також можна ефективно 

розв'язати за допомогою модифікованого методу диференціальних перетворень. 

 

 

 



158 

  

Висновки до розділу 3 

 

1. Розроблено метод дискретно-аналітичного відображення у спектральні моделі 

вихідних нелінійних математичних задач багатоетапного траєкторного руху ЛА 

при виведенні у задані термінальні умови. Запропонований підхід ґрунтується на 

модифікованому методі диференціальних перетворень, дозволяє запобігти 

складностей, що пов’язані з відображенням нелінійних складових рівнянь руху, за 

рахунок апроксимації нелінійних складових диференціальних рівнянь поліномами 

Адоміана, спростити побудову спектральної моделі задачі із збереженням 

точності вихідної математичної моделі та дає змогу використати її для 

оперативної оптимізації багатоетапного керованого процесу.  

2. Побудовано модифіковані спектральні моделі багатоетапних процесів виведення 

БАЛА на задану висоту та виведення АКС на орбіту у вигляді рекурентних 

виразів, що потребують виконання операцій тільки складання-віднімання та 

добутку. Отримані спектральні моделі дають змогу за диференціальним спектром 

керування знайти диференціальний спектр вектору стану та отримати набір 

диференціальних спектрів змінних траєкторного руху, який відповідає вихідній 

математичній моделі.  

3. За спектральними моделями визначено дискрети диференціальних спектрів 

змінних траєкторного руху БАЛА та АКС, обчислювальні витрати при 

знаходженні яких істотно зменшені за рахунок використання поліномів Адоміана 

для апроксимації нелінійних складових рівнянь руху. 

4. На прикладі БАЛА показано можливість на основі диференціальних спектрів 

траєкторного руху апарата розв’язувати нелінійні задачі аналітичного 

конструювання керування процесом термінального виведення БЛА. 

. 
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РОЗДІЛ 4 

РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНОЇ ЗАДАЧІ  ОПТИМАЛЬНОГО 

ТЕРМІНАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ РУХОМ ЛІТАЛЬНИХ АПАРАТІВ  

НА ОСНОВІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ  

 

4.1. Чисельно-аналітичний метод розв’язання нелінійної задачі оптимізації 

багатоетапного термінального керування  

 

Розглянемо нелінійну задачу визначення оптимального багатоетапного 

керування рухом ЛА при виведенні у задані термінальні умови. Процес виведення 

на інтервалі ],0[ T  умовно розіб’ємо на r  заданих часових підінтервалів (ділянок): 

,1−−= iii ttT  ,00 =t  ,,1 ri =  
=

=
r

i
i TT

1

,  де T - час процесу керування. Припускаємо, що 

усередині підінтервалів параметри апарату не мають стрибкоподібних змін і не 

відбувається перемикання керування. У подальшому будемо вважати, що всі ці 

зміни відбуваються на межах вибраних підінтервалів. 

Вихідну математичну модель траєкторного багатоетапного руху ЛА на −i му 

підінтервалі подамо у вигляді наступного нелінійного векторного диференціального 

рівняння: 

),,,,(),,,( iiiNiiiiL
i uxtfuxtf

dt

dx
i

+= ,  ,)( 0
i1ii xtx =−   r1i ,= , (4.1) 

де −)(txi n -вимірний вектор стану, )(tui - m -вимірний вектор керування nm ( ),  

i - l -вимірний вектор параметричних та зовнішніх збурень, ),,,( iiiL uxtf
i

 , 

),,,( iiiN uxtf
i

  − неперервні та неперервно диференційовані за сукупністю змінних 

iuxt ,,,  вектор-функції, які є відповідно лінійною та нелінійною складовою 

узагальненої сили, ].,[ 1 ii ttt −  

Задача полягає у оптимальному багатоетапному переведенні БЛА із 

початкового стану )( 01 tx  в кінцевий (термінальний) стан )(Txr , визначений в 

момент часу Tt =  q -мірним ( nq  ) векторним рівнянням: 
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  0)(, =TxTS r .                                                     (4.2) 

Якість процесу керування будемо оцінювати функціоналом:  

   
=

−

+=
r

i

t

t

iiiir

i

i

dtuxtTxTGI
1

`1

,),,,()(, 

 

(4.3) 

де задані функції G  та iФ  мають неперервні частинні похідні за iii ux ,,  на кожному 

етапі процесу керування. Вважаємо, що обмеження на вектори стану та керування 

враховуються під час обрання вигляду функціоналу (4.3), наприклад, методом 

штрафних функцій [65,146]. Спряження кінцевих умов попередніх підінтервалів та 

початкових умов наступних підінтервалів процесу керування задаються у формі 

заданих крайових умов: 

  ,0;),(;),( 0
1

0
1 =++ iiiiiiii TuTuxTx  .,1 ri =  (4.4) 

Необхідно синтезувати закон керування, який є оптимальним за заданим 

критерієм (4.3) та забезпечує зворотний зв’язок вигляду ),( iii xtuu =  на кожному  

i -му підінтервалі багатоетапного процесу керування. Таке керування, 

використовуючи у кожен поточний час t  інформацію щодо поточного стану )(txi , 

забезпечує виведення ЛА із заданого початкового стану на задану висоту при впливі 

збурень.  

Як вже було зазначено у Розділі 1, розв’язання нелінійних задач оптимізації 

традиційними методами призводить до математичних труднощів та значного обсягу 

обчислень, так як необхідно розв’язувати або двоточкову крайову задачу, або 

нелінійні диференціальні рівняння в частинних похідних. Аналітичний розв’язок 

задач термінального керування отриманий, в основному, для випадку лінійних 

диференціальних рівнянь та квадратичного функціоналу [70]. Нижче пропонується 

чисельно-аналітичний підхід до розв’язання зазначеної нелінійної задачі, який 

ґрунтується на удосконаленому дискретно-аналітичному відображенні вихідної 

нелінійної математичної моделі задачі в області зображень, модифікованому методі 

диференціальних перетворень з апроксимацією нелінійних складових 

диференціальних рівнянь руху поліномами Адоміана та враховує багатоетапність 

оптимального процесу керування.  
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Синтез оптимального багатоетапного керування зі зворотним зв’язком 

виконаємо методом замикання оптимального керування )(tuu ii =  для довільного 

поточного стану об’єкту )(txi  [251]. З метою уникнення обчислювальних труднощів, 

синтез алгоритмів оптимального керування ЛА будемо здійснювати у два етапи. 

На першому етапі синтезу розглядатимемо незбурений траєкторний рух ЛА за 

відсутності параметричних та зовнішніх збурень та формуємо програмне 

оптимальне керування і відповідну оптимальну траєкторію руху, які можуть бути 

визначені до польоту. Відповідна задача розв’язується з умови мінімуму критерію 

оптимальності, котрим можуть бути кінцеві значення часу маневру, маси апарата, 

фазових координат та їх відхилень від потрібних значень, а також параметри 

траєкторії, які пов’язані з режимами руху, та виконання заданих обмежень, при 

досягнені заданого кінцевого стану з необхідною точністю. Сформована на першому 

етапі номінальна оптимальна програма керування використовується для побудови 

алгоритмів керування на борту ЛА. 

На другому етапі формуємо командне керування шляхом розв’язання задачі 

синтезу алгоритмів керування зі зворотним зв’язком, що реалізує рух ЛА до 

кінцевого стану при впливі зовнішніх та параметричних збурень. Алгоритм 

керування збуреним рухом знаходиться з умов мінімуму термінального критерію – 

відхилення термінальних умов від потрібних значень, до якого для покращення 

стійкості може додаватися складова критерію, що характеризує якість керування. 

На першому етапі розглядатимемо математичну модель траєкторного 

багатоетапного руху БЛА на −i му підінтервалі за відсутності збурень )0( =i  у 

вигляді наступного нелінійного векторного диференціального рівняння: 

),,,(),,( iiNiiiL
i uxtfuxtf

dt

dx
i

+= ,  ,)( 0
i1ii xtx =−   r1i ,= . (4.5) 

де −)(txi n -вимірний вектор стану, )(tui - m -вимірний вектор керування nm ( ),  

),,( iiL uxtf
i

, ),,( iiN uxtf
i

 − неперервні та неперервно диференційовані за сукупністю 

змінних uxt ,,  вектор-функції, які є відповідно лінійною та нелінійною складовою 

узагальненої сили, ].,[ 1 ii ttt −  
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Задача полягає у визначені вектора оптимального програмного керування )(* tu  

та фазової траєкторії )(* tx  на інтервалі ],[ 0 Tt , які за заданими диференціальними 

зв’язками (4.5) забезпечують оптимальне багатоетапне переведення БЛА з 

початкового стану )( 01 tx  в кінцевий (термінальний) стан )(Txr , визначений у 

момент часу Tt =  q -мірним ( nq  ) векторним рівнянням (4.2). 

Якість процесу керування будемо оцінювати функціоналом:  

   
=

−

+=
r

i

t

t

iiir

i

i

dtuxtTxTGI
1

1

,),,()(,  (4.6) 

де задані функції G  та iФ  мають неперервні частинні похідні за ii ux ,  на кожному 

підінтервалі процесу керування. Вважаємо, що обмеження на вектори стану та 

керування враховуються під час обрання вигляду функціоналу (4.6). Спряження 

кінцевих умов попередніх підінтервалів та початкових умов наступних підінтервалів 

процесу керування задаються у формі заданих крайових умов (4.4). 

Задачу оптимального багатоетапного програмного керування (4.2), (4.4), (4.5), 

(4.6) розв’язатимемо у наступній послідовності [251,252]. Спочатку розв’язуємо 

задачу визначення оптимального програмного керування )(tu1  на першому 

підінтервалі 10 ttt   із початковою умовою вектору стану 0
101 xtx =)( . Розв’язання 

рівняння (4.5) в точці 1t  має значення ).( 11 tx  Потім розв’язуємо задачу визначення 

оптимального керування )(tu2  на другому підінтервалі 2i ttt   з початковою 

умовою 0
211 xtx =)(  вектору стану.  Розв’язання рівняння (4.5) в точці 2t  має значення 

)( 22 tx . Побудований таким чином розв’язок )(tx  і керування )(tu  є неперервними в 

усіх точках інтервалу 20 ttt   і у точці спряження інтервалів 1t . Продовжуючи цей 

процес на усьому заданому інтервалі  Tt0 ,  отримуємо неперервний і кусково-

неперервний розв’язок )(* tx  рівняння (4.5) і відповідне оптимальне керування )(* tu , 

які за заданих граничних умов (4.2) та умов спряження граничних і початкових умов 

(4.4) оптимізують функціонал (4.6) за відсутності дії збурень.  

Застосуємо до диференціального рівняння (4.5) модифіковане дискретно-

аналітичне відображення багатоетапного динамічного процесу з обчисленням 
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диференціальних спектрів нелінійних складових диференціального рівняння за 

допомогою поліномів Адоміана та подамо рівняння (4.5) в області зображень у 

формі наступної спектральної моделі: 

 )]},(),,,(,[)],(),,,(,[{),,( ii
0
iiiNii

0
iiiL

i0
iii AkUXAkXtfAkUXAkXtf

1k

T
XA1kX

ii
+

+
=+  , (4.7) 

rixXXXX ii ,1;)0(;)0( 0

0

11

0 ==== . 

У виразі (4.7) диференціальне зображення нелінійної складової 

)],(),,,(,[ ii
0
iiiN AkUXAkXtf

i
 визначається з використанням поліномів Адоміана за 

допомогою  співвідношень (2.21’) або  (2.22’) залежно від структури нелінійної 

складової рівняння (4.5). Спектральна модель (4.7) є рекурентним виразом, що дає 

змогу визначити диференціальний спектр ),,( 0
iii XAkX  функції ),( ii Ax   за 

диференціальним спектром вектору керування. 

Для визначення вектору оптимального програмного керування ( )tu* , що 

забезпечує розв’язок нелінійної термінальної задачі (4.2), (4.4), (4.5), (4.6), оберемо  

всередині кожного підінтервалу оптимальне програмне керування в класі 

аналітичних функцій ),( ii Au  , де ),...,( in2i1ii aaaA =  − вектор вільних параметрів,  

  − локальний часовий аргумент. 

Диференціальні перетворення (2.6) функції ),( ii Au   за умови iTh =  та 0=  

визначають її диференціальний спектр на i - ому підінтервалі [253]: 

0

1 ),(

!
),(

=

−







 +
=





k

iii

kk

i
ii

d

Atud

k

T
AkU . (4.8) 

Скористаємося властивістю диференціальних перетворень, згідно якої 

алгебраїчна сума усіх компонент (дискрет) диференціального спектра будь-якої 

аналітичної функції в точці vtt = , дорівнює нульовій дискреті диференціального 

спектра функції в точці htt v1v +=+  або значенню оригіналу функції у тій самій 

точці: 




=
+ +==

0k
v1vv htx0XkX )()()( . (4.9) 
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Підставляючи диференціальний спектр керування (4.8) у вираз (4.7) визначаємо  

диференціальний спектр ),,( 0
iii XAkX  вектору стану )(txi  наприкінці кожного 

підінтервалу процесу виведення. За сформованим диференціальним спектром 

),,( 0
iii XAkX  за допомогою співвідношення (4.9) при 1iv tt −=  і iTh = , визначаємо 

вектор стану наприкінці кожного i -ого підінтервалу процесу керування [254]: 

        



=

==

0k

0
iii

0
iiii r1iXAkXxATx ,),,,(),,( . (4.10) 

Враховуючи спряження кінцевих умов попередніх підінтервалів та початкових 

умов наступних підінтервалів траєкторного руху (4.4) та вираз для вектору стану 

наприкінці кожного підінтервалу руху (4.10) рівняння кінцевого стану усього 

процесу багатоетапного траєкторного руху БЛА (4.2) перетвориться до вигляду:  

0],,(,[ 0 =xATxTS . (4.11) 

Для i -ого підінтервалу вираз (4.11) має вигляд: .0)],,(,[ =o

iiiiii xATxTS  

Гранична умова (4.11) в неявній формі визначає q компонентів векторів вільних 

параметрів iA  для i -ого підінтервалу та qr  компонент для усього етапу процесу 

керування рухом БЛА у вигляді функцій від тривалості i -ого підінтервалу iT  та 

початкових умов 0
ix . 

Решту компонент вектору вільних параметрів знайдемо з умов оптимізації 

функціоналу (4.6). Диференціальні перетворення (2.6) функціоналу (4.6) з 

урахуванням диференціальних спектрів (4.7), (4.8) дають змогу отримати критерій 

якості у вигляді функції часу T , вектору початкових умов 0x  та вектору вільних 

параметрів iA  [255]: 
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AkUXAkXt
TxAAATGxAAATI

1 0

0

021021
1

),(),,,(,
],,...,,,[,,...,,, . (4.12) 

З необхідних умов оптимальності функції (4.12) отримуємо систему рівнянь для 

визначення часу T  та rqn )( −  невідомих компонент векторів вільних параметрів 

r21 AAA ,...,, , що залишилися, у вигляді функції від вектору початкових умов 0x : 
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(4.13) 

;0
),,...,,,( 021 =





ij
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a

xAAATI
 ;, r1i =  n1qj ,+= . (4.14) 

Питання існування максимуму чи мінімуму критерію якості (4.12) вирішується 

за достатніми умовами максимуму чи мінімуму функції багатьох змінних. Якщо у 

задачі оптимального керування (4.2), (4.4), (4.5), (4.6) інтервал часу керування T  

заданий, то рівняння (4.13) виключається, а компоненти вектору ),...,( in2i1ii aaaA =  

визначаються із системи рівнянь (4.14). 

Система рівнянь (4.11) − (4.14), у випадку їх сумісності, дає змогу знайти в 

неявній формі усі компоненти вектору вільних параметрів іА  як функції від вектору 

довільного початкового стану ).(
00 ii txx =  Питання сумісності даних рівнянь 

розглядається під час будування оптимальної програмної траєкторії та вирішується 

вибором розмірності вектору вільних параметрів. Враховуючи, що диференціальні 

перетворення є точним операційним методом, то їх застосування дає принципову 

можливість отримання точного розв’язку нелінійної термінальної задачі (4.2), (4.4), 

(4.5), (4.6) за умови точного відображення функцій часу точним диференціальним 

спектром. 

Таким чином, в результаті виконання першого етапу синтезу для кожного −i го 

підінтервалу, встановлюється нелінійний зв’язок оптимального програмного 

керування )],(,[* o
iiii xTAtu  з вектором початкового стану 0

ix . Продовжуючи цей процес 

на усьому заданому інтервалі  Tt0 ,  отримуємо для багатоетапного процесу 

керування неперервний і кусково-неперервний розв’язок )],(,[ 0
* xTAtx  рівняння (4.5) і 

відповідне оптимальне програмне керування )],(,[ 0
* xTAtu , які за заданих граничних 

умов (4.2) та умов спряження граничних і початкових умов (4.4) оптимізують 

функціонал (4.6) за відсутності дії збурень. Зазначимо, що компоненти вектору 

стану ( )ii Atx ,* , які відповідають оптимальному програмному керуванні ( )ii Atu ,* , 

можуть бути отримані за диференціальним спектром (4.7) у вигляді відрізків рядів 

Тейлора або на основі зворотних диференціальних перетворень в формі 
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багаточленів Лежандра, Чебишева, рядів Фур’є, Дирихлє або у вигляді комбінацій 

різних апроксимуючих функцій. Вільні параметри апроксимуючих функцій 

визначаються із порівняння диференціальних спектрів компонент вектора стану з 

диференціальними спектрами апроксимуючих функцій. Рівняння зв’язку між 

вільними параметрами апроксимуючих функцій і дискретами диференціального 

спектра функції, що розшукується, у випадку відновлення функції часу в формі 

багаточленів Лежандра, Чебишева, рядів Фур’є, Дирихлє наведено, наприклад, у 

роботах Г.Є. Пухова [175-177]. 

На другому етапі синтезу розглядається збурений рух ЛА, що постійно 

відхиляється від оптимальної програмної траєкторії. У цьому випадку керування 

)],(,[ iiii xTAtu  на i -ому підінтервалі процесу керування обчислюється з системи 

рівнянь (4.11), (4.13) і (4.14) для поточних значень часу t  і стану )(txi . Неперервне 

за часом розв’язання системи рівнянь (4.11), (4.13) і (4.14) дає змогу сформувати 

замкнений закон термінального керування вигляду ),( iii xtuu = . Розв’язання системи 

рівнянь (4.11), (4.13) і (4.14) для кожного поточного моменту часу t  і стану )(txi  ЛА, 

що знаходиться під дією збурень, неперервно задає керування ),( iii xtuu = , що 

пов’язує поточний стан )(txi  з граничними (термінальними) умовами (4.2).  

У замкненому контурі керування використовується лише поточне значення 

керування )],(,[ iiii xTAtu , яке у наступний момент часу перераховується за системою 

рівнянь (4.11), (4.13) і (4.14). Цим забезпечується «гнучка» адаптація оптимальної 

траєкторії руху ЛА до дії невідомих наперед збурюючих факторів )(tvi . У результаті 

отримуємо кусково-неперервне керування )],(,[ xTAtu  для усього керованого процесу 

керування. 
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4.2. Особливості оптимізації багатоетапних процесів термінального 

керування на основі диференціальних перетворень 

 

Розглянемо особливості запропонованого вище чисельно-аналітичного методу 

синтезу алгоритмів багатоетапного процесу термінального керування ЛА. Вихідна 

нелінійна математична модель (4.1)-(4.4) багатоетапного процесу термінального 

керування рухом ЛА за наявності збурень відноситься до багатоточкових нелінійних 

крайових задач. Розв’язання таких задач відомими чисельними методами має значні 

математичні труднощі та потребує значного обсягу обчислень, реалізація яких у 

реальному часі викликає ускладнення. Розглянутий вище підхід, використовуючи 

модифікований метод диференціальних перетворень та удосконалене дискретно-

аналітичне відображення вихідної математичної задачі, дає змогу отримати 

системоаналогову (яка складається із декількох об’єктів-аналогів) модель у вигляді 

системи спектральних моделей (4.7), прив’язаних до заданих точок зміни граничних 

умов. Отримані спектральні моделі мають вигляд рекурентних виразів, що не 

містять часового аргументу, і дають змогу проводити обчислення в 

аналітичному вигляді. В результаті застосованого підходу вихідна нелінійна крайова 

задача (4.1)-(4.4) зведена до системи скінчених рівнянь (4.11), (4.13), (4.14), 

неперервне розв’язання яких дає змогу реалізувати керування зі зворотним зв’язком 

у реальному масштабі часу.  

Основними перевагами застосування розглянутого підходу до визначення 

оптимального багатоетапного термінального керування є:  

1. Базування на модифікованому методі диференціальних перетворень та 

удосконаленому дискретно-аналітичному відображенню вихідної нелінійної 

математичної задачі у дискретну (спектральну) модель. 

2. Можливість знаходження оптимального керування та відповідних фазових 

траєкторій без використання чисельних методів інтегрування диференціальних 

рівнянь.  

3. Зведення проблеми синтезу замкнених законів термінального керування до 

розв’язання скінченої системи рівнянь відносно параметрів керування. 
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4. Встановлення у неявній формі (4.11), (4.13), (4.14) нелінійного зв'язку 

керування )],(,[ xTAtu  з вектором поточного стану )(tx , що дає змогу сформувати 

керування зі зворотним зв’язком від параметрів траєкторного руху БЛА під час  

багатоетапного процесу керування. 

5. Аналітичне розв’язання нелінійної задачі синтезу оптимального керування.  

6. Можливість подолання математичних труднощів при обчисленні 

диференціальних спектрів складних нелінійностей диференціальних рівнянь 

траєкторного руху за рахунок їх апроксимації поліномами Адоміана, що значно 

скорочує обсяг обчислень при отриманні розв’язку задачі в чисельному або 

аналітичному вигляді. 

7. Забезпечення «гнучкої» адаптації оптимальної траєкторії виведення до дії 

невідомих збурюючи факторів.   

Відмітимо, що математичний апарат диференціальних перетворень раніше 

вже використовувався для синтеза замкнених законів термінального керування 

процесом виведення АКС на орбіту, наприклад, у працях [25,201], а також для 

синтезу алгоритмів керування відхиленням вектора тяги аеростатичного літального  

апарату на етапі зльоту у праці [202]. На відміну від відомих робіт запропонований в 

дисертації підхід: а) базується на модифікованому методі диференціальних 

перетворень, що у кінцевому рахунку, як це показано у розділі 2 на прикладі 

розв‘язання нелінійних диференціальних рівнянь, дає змогу розширити інтервал 

розв’язання та підвищити точність розв’язку; б) використовує удосконалене  

дискретно-аналітичне відображення вихідної математичної моделі задачі в області 

зображень з відсутнім часовим аргументом та апроксимацію нелінійних складових 

диференціальних рівнянь руху поліномами Адоміана. Це дозволяє подолати 

математичні труднощі при обчислені диференціальних спектрів складних 

нелінійностей, істотно зменшити обчислювальні витрати при знаходженні 

наближеного розв’язку нелінійних задач оптимального керування та розширити 

сферу застосування диференціальних перетворень; в) враховує термінальні умови на 

окремих ділянках руху, що дає змогу підвищити точність виведення наприкінці 

всього процесу керування.   
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Зазначимо, що обмеження, пов’язане із вимогою аналітичності функцій на 

усьому етапі процесу керування, не дає змогу безпосередньо використовувати 

отримані раніше результати для багатоетапного процесу керування ЛА.  

Використання модифікованого методу диференціальних перетворень дає змогу 

зняти обмеження, пов’язане із вимогою аналітичності функцій на усьому етапі 

процесу керування, та побудувати неперервне та кусково-неперервне керування.  

Запропонований вище чисельно-аналітичний метод зводить нелінійну проблему 

синтезу замкнених законів термінального керування до розв’язання системи 

нелінійних рівнянь без чисельного інтегрування або диференціювання нелінійних 

рівнянь траєкторного руху ЛА. Це дає змогу простіше розв’язати нелінійну 

проблему синтезу оптимальних законів термінального керування та забезпечити 

реалізацію запропонованих законів у реальному масштабі часу бортовими засобами 

ЛА. 

Зазначимо, що вибір на першому етапі синтезу програми керування в класі 

аналітичних функцій з кінцевою кількістю вільних параметрів обмежує область 

застосування диференціальних перетворень до розв’язання задачі оптимізації 

керування [256]. Свобода вибору аналітичних функцій )],[ Atui  та розмірності 

вектору вільних параметрів дає змогу для кожної конкретної задачі, у тому числі й 

для кожного часового підінтервалу багатоетапного процесу керування, обрати 

найкращу апроксимацію керування. Виконавши синтез вищезапропонованим 

методом для декількох видів аналітичних функцій )],[ Atui  з різним набором 

компонент вектора вільних параметрів на основі моделювання руху БЛА, 

замкненого різними законами керування, можна обрати такий закон керування, який 

забезпечує найкраще значення функціоналу за мінімальних термінальних помилок, 

виникаючих під час дії збурень.  

Підкреслимо, що ефективність розглянутого підходу знижується із зростанням 

розмірності вектора вільних параметрів. Тому доцільно обмежитися низькою 

розмірністю вектору невизначених параметрів. 
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4.3. Оптимальне термінальне керування виведенням авіаційно-космічної 

системи на орбіту 

 

4.3.1. Синтез оптимального за витратою палива алгоритму керування  

 

Для визначення алгоритму оптимального термінального керування процесом 

виведення  АКС на орбіту застосуємо запропонований в п. 4.1 чисельно-аналітичний 

метод синтезу замкнених законів багатоетапного термінального керування.  

Розглянемо процес багатоетапного виведення АКС на орбіту, що описується 

системою нелінійних диференціальних рівнянь (3.64)-(3.69). Увесь процес 

виведення умовно розіб’ємо на r  заданих часових підінтервалів, усередині яких 

параметри апарату не мають стрибкоподібних змін і не відбувається перемикання 

керування: ,1−−= iii ttT  ,,1 ri =  
=

=
r

i
i TT

1

,  де T - час процесу керування. Вважаємо, 

що всі ці зміни відбуваються на межах вибраних інтервалів. Спряження кінцевих 

умов попередніх підінтервалів та початкових умов наступних підінтервалів процесу 

керування задаємо у формі заданих крайових умов (4.4). 

Як критерій якості для кожного підінтервалу процесу виведення АКС на орбіту 

оберемо функціонал вигляду [25]: 

)( i2
2
i

2
i

i
i TXT

2
I −


= , i0  - const, (4.15) 

де i - секундна масова витрата палива.  

У виразі (4.15) перший член враховує витрату палива під час виведення,  

а другий член - швидкість, до якої розганяється орбітальна ступень АКС наприкінці 

i -ого підінтервалу етапу виведення. Мінімізація зазначеного критерію враховує 

намір максимізувати швидкість орбітального ступеню АКС наприкінці i -ого 

підінтервалу етапу виведення за найменшої витрати палива. 

Задача полягає в мінімізації критерію (4.15) під час виведення АКС із 

початкових умов: 

101 X0X =)( ,  202 X0X =)( ,  101 Y0Y =)( ,  202 Y0Y =)(  (4.16) 
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у задані кінцеві: 

iTi2 VTX =)( ,   
iTi1 HTY =)( ,  

iTi2 HTY =)( , (4.17) 

де 
iTV ,

iTH , 
iTH  − швидкість, висота польоту та вертикальна швидкість набору 

висоти наприкінці i -ого підінтервалу процесу виведення.  

Для розв’язання поставленої задачі скористаємося спектральною моделлю 

(3.79)-(3.97) багатоетапного процесу виведення АКС на орбіту і диференціальними 

спектрами змінних траєкторного руху АКС, що отримані в пп. 3.3.3.  

Як прогнозоване програмне керування кутом тангажа оберемо на першому 

етапі синтезу керування в класі аналітичних функцій: taau
10ii += , де  

10 ii aa , −  вільні 

параметри, які підлягають визначенню. Це керування близьке до оптимальної 

програми виведення АКС на орбіту та відоме як закон лінійного тангенсу [57,58]. 

Підсумовуючи дискрети змінної 1Y диференціального спектру (3.81) з 

урахуванням граничних умов (4.17) отримуємо рівняння, що пов’язує вільні 

параметри керування 
10 ii aa ,( ) та параметри траєкторного руху АКС із заданою 

висотою [257]: 
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Аналогічно, підсумовуючи дискрети змінної 2Y диференціального спектру 

(3.82) з урахуванням граничних умов (4.17) отримуємо рівняння, що пов’язує вільні 

параметри керування 
10 ii aa ,( ) та параметри траєкторного руху АКС із заданою 

вертикальною швидкістю набору висоти: 
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Третє рівняння отримуємо шляхом підставлення у граничні умови 
iTi2 VTX =)(   

алгебраїчної суми дискрет змінної 2X  диференціального спектру (3.80): 
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Три вищенаведених рівняння (4.18) - (4.20) дають змогу визначити тривалість 

iT  i -ого підінтервалу процесу виведення АКС на орбіту та вільні параметри 
0i

a  і 
1i

a  

керування кутом тангажа.  

Із співвідношення (4.19) визначаємо параметр керування 
1i

a : 
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Підставляючи (4.21) в рівняння (4.18) знайдемо вираз для визначення 

початкового значення кута тангажа за довільних початкових значень змінних 

траєкторного руху АКС. Замінюючи довільні початкові значення керування та 

змінних траєкторного руху їх поточними значеннями, отримуємо у неявному 

вигляді алгоритм керування кутом тангажа 
iK  для i -ого підінтервалу процесу 

багатоетапного виведення АКС на орбіту [258]:  
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При цьому, тривалість iT  процесу виведення на i -му підінтервалі визначається 

з рівняння (4.20) враховуючи вираз (4.21): 
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i

Kii
i

C

tgAB
D

i
+

= , ii BA ,  - визначаються виразом (3.102’). 

Перехід до замкненого закону керування в формі (4.22) потребує оптимізації 

критерію (4.15) із змінним ваговим множником i , який змінюється під час зміни 

змінних траєкторного руху АКС. 
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Критерій  (4.15) з урахуванням виразу (4.20) подамо у вигляді: 
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де iA  і iB  визначаються виразами (3.102’).  

Множник i визначимо з необхідної умови оптимальності критерія (4.25) з 

урахуванням (4.20) та (4.21): 

.02

2
2

cos

1

3
13

2

3
13

2

00

2

=









+

+
+

+


















+

+
+−




−−=





YR

X
TA

tg
YR

X
TBA

m

P

m
TBT

T

I

ii

Kiii
Ki

i

i

i
iiiii

i

i
i

i  (4.26) 

Звідки: 
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Достатня умова мінімуму критерію (4.25) має вигляд: 
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Для другої складової  виразу (4.28) з урахуванням співвідношень (4.23) та (4.27) 

маємо: 
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Враховуючи, що, як це видно з виразів  (3.101’), під час виведення АКС на 

орбіту 0B0A ii  , , то достатня умова мінімуму критерію (4.25) виконується. 

Таким чином, під час синтезу оптимального за критерієм (4.25) керування на i -

ому підінтервалі процесу виведення АКС на орбіту з урахуванням виразів (3.101’), 

(3.96), (4.27) отриманий замкнений закон термінального керування у формі (4.22)-

(4.24). Даний закон керування кутом тангажа дає змогу для поточних значень 

змінних траєкторного руху здійснювати виведення АКС у задані кінцеві умови на 

кожному підінтервалі виведення. Зміна змінних траєкторного руху внаслідок впливу 
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дії  атмосферних збурень неперервно враховується під час обчислень бортовими 

засобами за виразами (4.22)-(4.24) нового значення командного кута тангажа.  

Це свідчить, що алгоритм, синтезований у вигляді функціональних залежностей від 

змінних траєкторного руху АКС, володіє адаптивними властивостями до дії збурень, 

що призводять до зміни параметрів процесу виведення АКС на орбіту. 

Проведене порівняння отриманого алгоритму з відомими результатами [25,259] 

показало, що він забезпечує більш точне виконання термінальних (кінцевих) вимог 

наприкінці активної ділянки виведення АКС. Це пов’язане, по-перше, з тим, що 

відомий алгоритм, наведений в роботі [259], визначений за спрощеною моделлю 

траєкторного руху АКС, не враховує багатьох факторів, що діють на АКС під час 

виведення на орбіту, а саме: гравітаційне прискорення; прискорення, викликане 

кривиною Землі та її добовим обертанням, а також аеродинамічних сил на 

атмосферній ділянці виведення АКС. Ці фактори враховані у роботі [25] під час 

синтезу алгоритму керування за допомогою основних диференціальних 

перетворень. Однак синтезований автором алгоритм не враховує багатоетапність 

процесу виведення АКС на орбіту та не забезпечує виконання термінальних вимог 

на кожному підінтервалі процесу виведення. Врахування останнього, при 

застосуванні модифікованого методу диференціальних перетворень, привело до 

появи в алгоритмі керування (4.22) доданку 
i

T

T

H
i

2
− , а у виразі для визначення 

тривалості процесу виведення (4.23) – доданку 
iTH . Використання більш уточненої 

моделі траєкторного руху АКС з одночасним врахуванням багатоетапності процесу 

керування, термінальних вимог за висотою 
iTH  та вертикальної швидкості набору 

висоти 
iTH  на кожному підінтервалі процесу виведення приводить до більш точного 

виконання кінцевих вимог наприкінці всього етапу виведення.  

Відзначимо, що відомий алгоритм [259] входить у вигляді перших двох членів 

правої частини як алгоритму, запропонованому у роботі [25], так й алгоритму  

(4.22), що є підтвердженням працездатності запропонованого методу та уточненого 

алгоритму (4.22). 
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4.3.2. Дослідження ефективності оптимального алгоритму керування 

  

Досліджуємо процес виведення двоступінчастої АКС «Оріль» горизонтального 

старту з синтезованим алгоритмом керування, який забезпечує оптимальну витрату 

палива та досягнення максимальної швидкості наприкінці процесу виведення.  

Ця АКС призначена для виведення космічних апаратів масою до однієї тони у 

широкому діапазоні орбіт за висотою (200-700 км) і нахилу. Двоступінчаста АКС 

«Оріль» як першу ступінь використовує літак-носій, розроблений на базі серійного 

літака Ан-124. Як друга ступінь (орбітальна ступінь) використовується ракета-носій, 

що розміщується в середині фюзеляжу літака-носія [260]. Ракета-носій «Оріль» 

створювалася за чотириступінчастою схемою з послідовним розташуваннями 

ступенів. Керування рухом здійснюється, в основному, за допомогою відхилення 

сопіл маршових двигунів ступенів. Відокремлення ракети-носія здійснюється 

методом «парашутного» зриву на висоті 9 000 м за швидкості М = 0,7 (рис. 4.1).  

 

 

Рис. 4.1. Двоступінчаста АКС «Оріль» та відокремлення ракети-носія 

 методом «парашутного» зриву 

 

Ракета-носій, після відокремлення від літака-носія, здійснює вільний рух до 

моменту вмикання її маршових двигунів. Рух у цей проміжок часу є некерованим і 

не потребує синтеза алгоритму керування. Кінцеві умови цього проміжку часу  

задають область початкових умов для реалізації керованого процесу виведення 

ракети-носія на орбіту. Кожен ступінь ракети-носія реалізовує різні режими 
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керування. Вихідними даними для дослідження оптимального керування та 

траєкторії виведення були: а) дискрети диференціального спектру спектральної 

моделі, що отримані у пп. 3.3.2 з використанням модифікованого методу 

диференціальних перетворень, удосконаленого дискретно-аналітичного 

відображення вихідної математичної моделі в області зображень з відсутнім 

часовим аргументом та апроксимацією нелінійних складових диференціальних 

рівнянь руху поліномами Адоміана; б) синтезований алгоритм (4.22), що є 

оптимальним за витратою палива.  

Під час дослідження процесу виведення АКС на орбіту для відновлення 

часових процесів зміни параметрів виведення за диференціальними спектрами 

прийнято найпростіший в обчислювальному відношенні метод відновлення часових 

процесів у формі рядів Тейлора (п.1.8). Відповідно до цього методу, для отримання 

значень параметрів руху АКС в момент часу htt ii += −1 , алгебраїчно 

підсумовувалися дискрети диференціального спектру за кожною змінною, що 

підраховані для моменту часу 1−іt . Виконання операцій алгебраїчного 

підсумовування дискет диференціального спектра потребує мінімальних витрат 

часу. 

Нижче наведено результати дослідження ефективності отриманого  

оптимального алгоритму керування процесом багатоетапного виведення на задану 

орбіту висотою км200H кр =  з розгоном до необхідній швидкості 𝑉 = 6200 м/c 

орбітальної ступені (ракети-носія) АКС «Оріль» після її відділення від літака-носія 

та запуску двигунів першого ступеню. Дослідження здійснювалося шляхом 

моделювання на ЕОМ оптимальної траєкторії виведення за синтезованим 

алгоритмом керування. Увесь процес виведення розбитий на чотири ділянки.  

Як перша ділянка ( 1i = ) обрано ділянку від моменту запуску двигунів 

першого ступеню (𝐻0 = 9000м, 𝑉 = 220 м/c) до завершення їх роботи. Друга ділянка 

( 2i = ) починається з моменту запуску двигунів другого ступеню та продовжується 

до моменту скидання головного обтічника. Третя ділянка ( 3=i ) починається з 

моменту скидання головного обтічника та продовжується до закінчення роботи 
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двигунів другого ступеню. Як четверта ділянка ( 4=i ) обрано ділянку від моменту 

запуску двигунів третього ступеню до завершення їх роботи та завершення процесу 

керування виведенням на задану орбіту (𝐻кр = 200 км, 𝑉 = 6200 м/c). Під час 

виведення додержувалися обмеження за перевантаженням та припустимому 

максимальному значенню добутку кута атаки на швидкісний напір q , а також 

забезпечувалося неперевищення припустимих значень за тепловим та 

аеродинамічним навантаженням.  

При моделюванні використані проектні значення початкових та кінцевих умов 

відповідних ділянок виведення, що прийняті на етапі розробки аванпроекту АКС 

«Оріль»  [260]. Результати моделювання оптимальної траєкторії виведення подано 

на рис. 4.2-4.4. 

 

 

 

Рис. 4.2. Зміна за часом висоти H ,  дальності  L  та швидкості V    

 АКС “Оріль” під час виведення на задану висоту км200Hкр =
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Рис. 4.3. Зміна за часом кутів атаки  , нахилу траєкторії   та тангажа    

ОС АКС  «Оріль»  під час виведення на задану  висоту км200Hкр =
 

 

Алгоритм (4.22), реалізація якого не потребує чисельного інтегрування 

нелінійних диференціальних рівнянь руху, порівнювався з алгоритмом траєкторного 

керування  АКС «Оріль» на ділянці виведення, що використовує прогноз-модель. 

Отримані результати дослідження показали, що алгоритм термінального керування 

(4.22), розроблений із застосуванням модифікованого методу диференціальних 

перетворень, виводив АКС «Оріль» на задану висоту 200 км з розгоном до 

необхідної швидкості V =  6200 м/с з економією палива   1% [257,258].  

З метою оцінки точності термінального виведення АКС «Оріль» на задану 

орбіту проведено порівняння результатів моделювання кінцевих значень 

траєкторних параметрів руху з алгоритмами керування, синтезованими із 
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застосуванням базового (одноетапного) [25]  та модифікованого (багатоетапного) 

методів диференціальних перетворень (4.22). 

 

 

 

 

Рис. 4.4. Зміна за часом тяги P  двигунової установки, швидкісного напору q  та  

перевантажень xn  АКС «Оріль» при виведенні на задану висоту  км200Hкр =  

 

Результати отримані шляхом застосування для моделювання методу 

інтегрування диференціальних рівнянь вихідної математичної моделі руху апарату 

методом Рунге-Кутта 4-го порядку, а також шляхом використання базового та 

модифікованого методу  диференціальних перетворень для розв’язання систем 

нелінійних диференціальних рівнянь. За точку порівняння прийнято час виведення 

АКС на задану висоту кмН 200= , отриманий при застосуванні методу Рунге-Кутта (

ct 274= ). Порівняння результатів моделювання наведено у таблиці 4.1. 
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Таблиця 4.1 

Порівняння кінцевих значень траєкторних параметрів руху АКС   

Параметр Метод Рунге-Кутта 4-го порядку 
Метод диференціальних перетворень 

Базовий Модифікований 

Н, км 200 187 (0,935) 191 (0,955) 

L, км 785 748 (0,953) 763 (0,972) 

V, м/с 6210 6002 (0,968) 6124 (0,988) 

t, с 274 274 274 

 

У таблиці 4.1 у дужках наведено нормовані значення кінцевих параметрів 

(відносно значення, отриманого методом Рунге-Кутта). 

Наведені результати підтверджують позитивний ефект (поліпшення точності 

досягнення термінальних умов виведення на ~2 за висотою та швидкістю), 

отриманий завдяки застосуванню до синтезу алгоритму керування процесом 

виведення АКС на орбіту модифікованого метода диференціальних перетворень.   

 

4.4. Оптимальне термінальне керування аеростатичним літальним 

апаратом на злітно-посадкових режимах  

 

4.4.1. Синтез алгоритму оптимального термінального керування 

 

Застосуємо розроблений у пп. 4.1 чисельно-аналітичний метод синтезу 

замкнених законів багатоетапного термінального керування для визначення 

алгоритму оптимального термінального керування БАЛА (дирижабля) на режимі 

посадки. Питання синтезу алгоритму термінального керування БАЛА на режимі 

зльоту з використанням основних диференціальних перетворень, а також оцінки 

ефективності автоматичного керування відхиленням вектору тяги розглянуто в 

роботах [211,261-263]. 

Розглянемо процес багатоетапного керування посадкою БАЛА, що описується 

системою нелінійних звичайних диференціальних рівнянь (3.19). Увесь процес 

керування умовно розіб’ємо на r  заданих часових підінтервалів, усередині яких 
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параметри апарата не мають стрибкоподібних змін і не відбувається перемикання 

керування: ,1−−= iii ttT  ,,1 ri =  
=

=
r

i
i TT

1

,  де T - час процесу керування. Вважаємо, що 

всі ці зміни відбуваються на межах вибраних підінтервалів. Спряження кінцевих 

умов попередніх підінтервалів та початкових умов наступних підінтервалів процесу 

керування задаємо у формі заданих крайових умов (4.4). 

Аналіз результатів льотних випробувань дирижабля «Skyship 500» при виконані 

посадки показав, що на цьому етапі зміни кута тангажа є незначними [246]. Таким 

чином, у першому наближенні, при синтезі алгоритмів керування рухом БАЛА на 

етапі посадки можна знехтувати обертальним рухом апарата. Будемо розглядати 

лише плоскопаралельний рух БАЛА у вертикальній площині, перехресні зв’язки не 

враховуються.  

За критерій якості для кожного підінтервалу процесу посадки БАЛА приймемо 

мінімум функціоналу: 

)( iXi TVI = .     (4.30) 

Даний критерій враховує намір мінімізувати горизонтальну посадкову 

швидкість апарата наприкінці i -ого підінтервалу процесу посадки. У загальному 

випадку (для літальних апаратів, що використовують динамічний принцип польоту), 

при виборі вигляду функціоналу враховуються, як правило, обмеження на вектори 

стану та керування. Для аеростатичних літальних апаратів врахування обмежень на 

параметри руху практично не мають істотного значення, оскільки екстремальні 

випадки, що виникають у польоті, такі як, наприклад, відмова двигунів, не 

призводить до виникнення аварійних ситуацій. Що стосується обмежень на 

параметри керування, то, за необхідністю, можуть бути враховані обмеження на 

кути та швидкість відхилення органів керування.    

Задача оптимального термінального керування полягає в переведенні апарата із 

заданих початкових умов: 

0XX V0V =)( , 
0YY V0V =)( , 0H0H =)(  (4.31) 

у задані кінцеві: 
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iTi HTH =)( , 
iTYiY VTV =)(  (4.32) 

з досягненням наприкінці i -ого підінтервалу процесу посадки мінімальної 

горизонтальної посадкової швидкості 
miniXV . Тут 

iTYV та 
iTH  − задані вертикальна 

швидкість зниження та висота польоту апарата наприкінці i -ого підінтервалу 

процесу посадки відповідно.  

Для синтезу алгоритму багатоетапного термінального керування траєкторним 

рухом БАЛА використаємо спектральну модель (3.21)-(3.44) і диференціальні змінні 

траєкторного руху БАЛА, отримані в пп. 3.2.3. На базі диференціальних спектрів 

змінних траєкторного руху БАЛА та граничних умов (4.32) отримаємо наступні 

співвідношення [264]: 
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 Рівняння (4.33) - (4.45) дають змогу отримати вільні параметри 
ii

aa 10 ,  закону 

керування кутом відхилення вектору тяги силової установки та час процесу 

керування на i -му підінтервалі посадки. Із співвідношення (4.34), визначаємо 

параметр керування 
i

a1 : 
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Після підставлення (4.36), вирази (4.33) і (4.35) перетворюються до вигляду: 
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( ) ( )   0sin
~~

226)( 0

2

0 0
=++++−=  iiiTi

aPФTVVTHHTH iiYYiTi
. (4.37) 
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Підставлення виразу (4.38) у вираз (4.30) дає змогу подати критерій якості в 

наступному вигляді: 
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Особливість задачі мінімізації функції (4.39) полягає у тому, що мінімум 

функції (4.39) необхідно знайти серед безлічі значень параметру керування 
i

a0
 та 

тривалості iT  i -ого підінтервалу процесу посадки БАЛА, що задовольняють системі 

рівнянь (4.37) і (4.38). Для розв’язання цієї задачі скористаємося методом прямої 

підстановки. 

З рівняння (4.37) знайдемо вираз для визначення в явному вигляді тривалості iT  

i -ого підінтервалу посадки БАЛА: 
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де 
i

aФA ii 0sinP
~~

i
+= . (4.41) 

Підставляючи співвідношення (4.40) у вираз (4.38) отримаємо:  
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Тепер задачу синтезу алгоритму оптимального керування рухом БАЛА можна 

розв’язати наступним чином. Для заданих початкових значень змінних траєкторного 

руху
00 YX0 VVH ,,  необхідно знайти усі розв’язки трансцендентного рівняння (4.42) 

відносно параметра керування 
i

a0
, який є початковим значенням 

i0  кута 

відхилення вектору тяги. Підставляючи це значення параметра керування 
i

a0
 у 

вирази (4.39) - (4.41), визначимо відповідні значення критерію (4.39) та оберемо таке 

значення параметра керування 
i

a0
, яке доставляє найменше значення критерію 

(4.39). Отримане значення параметра керування 
i

a0
 подається в систему 

автоматичного керування БАЛА як сигнал встановлення певного кута відхилення 

вектору тяги i  відповідно для кожного підінтервалу процесу посадки. 

Так як усі математичні операції під час виводу виразів (4.39) - (4.41) 

виконувалися із довільними початковими значеннями змінних траєкторного руху 

БАЛА
00 YX0 VVH ,, , то під час керування апаратом на етапі посадки можна замінити 

ці значення поточними параметрами траєкторного руху апарату )(),(),( tVtVtH YX  і за 

допомогою бортової ЕОМ обчислювати значення кута відхилення вектору тяги i  

за виразом (4.41), замінюючи в ньому параметр 
i

a0
 на поточний кут відхилення 

вектору тяги i . Якщо рівнянню (4.41) задовольняють декілька значень кута 

відхилення вектору тяги i , то необхідно обрати з цих значень таке, яке доставляє 

мінімум критерію, що обчислюється за виразами (4.39) - (4.41). Неперервне 
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обчислення кута відхилення вектору тяги i  системою автоматичного керування 

забезпечує переведення БАЛА у задані граничні умови (4.32). 

Обсяг обчислень на бортовій ЕОМ можна істотно зменшити, якщо вибір 

оптимальних значень кута відхилення вектора тяги, обчислених із рівняння (4.42), 

виконувати не з умов мінімізації критерію (4.39), а з умов мінімізації 

прогнозованого часу (4.40) посадки БАЛА. Аналіз виразу (4.39) показує, що мінімум 

критерію ( )ii TaI
i
,0

 досягається при прагненні тривалості iT  i -ого підінтервалу 

посадки БАЛА до нульового значення. Отже, з усіх розв’язків рівняння (4.42) 

відносно кута відхилення вектора тяги можна обрати таке, яке доставляє мінімальне 

значення тривалості i -ого підінтервалу посадки (4.40). З урахуванням цього, процес 

керування посадкою БАЛА можна реалізувати наступним чином. 

Замінимо у виразах (4.39) - (4.41) початкові значення змінних траєкторного 

руху літального апарата їх поточними значеннями і замість параметра керування 
i

a0
 

підставимо поточне значення кута відхилення вектору тяги i . В результаті замість 

виразів (4.39) - (4.41) отримаємо наступні співвідношення: 
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де iii i
PФA +=  sin
~~

. (4.45) 

Використовуючи результати вимірів змінних траєкторного руху БАЛА, за 

допомогою бортової ЕОМ за виразом (4.43) обчислюються усі значення кута 

відхилення вектору тяги i , які задовольняють рівнянню (4.43). Обчисленні 

значення i  підставляються у вирази (4.44) і (4.45), за якими визначаються 
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прогнозовані значення часу посадки літального апарата. До системи автоматичного 

керування БАЛА видається таке значення кута відхилення вектору тяги i , яке 

відповідає мінімальному значенню прогнозованого часу 
miniT  посадки апарата. 

Якщо змінні траєкторного руху БАЛА змінюються внаслідок впливу збурень, 

то це неперервно враховується під час обчислень на бортовій ЕОМ нового значення 

кута відхилення вектора тяги, що задовольняє умовам (4.43) – (4.45) для поточних 

значень змінних траєкторного руху. 

Так як рівняння (4.43) виведено для заданих кінцевих умов (4.32), то нове 

значення кута відхилення вектора тяги буде забезпечувати посадку апарата в задані 

кінцеві умови при впливі збурень. 

Постійний контроль виконання граничних умов (4.32) за виразом (4.43) дає 

змогу реалізовувати процес керування рухом БАЛА на етапі посадки за більш 

крутими траєкторіями, які характеризуються більш високими значеннями 

вертикальної швидкості зниження 
iYV  порівняно з алгоритмами посадки, в яких 

прогноз та корекція траєкторії посадки здійснюється в окремі моменти часу, що 

розділені значними інтервалами. 

Слід відмітити, що на окремих підінтервалах посадки БАЛА збільшення 

вертикальної швидкості зниження 
iYV  може увійти у протиріччя з припустимими 

значеннями піднімальної аеростатичної сили. На цих ділянках з метою задоволення 

заданих обмежень (з аеростатичної піднімальної сили) рекомендується тимчасово 

перейти на неоптимальні значення кута відхилення вектора тяги, але на такі, що 

задовольняють заданим граничним умовам (4.32). Такий розв’язок існує, так як у 

обмеженні (4.43), що враховує умови (4.32), перед радикалами може бути обраний 

знак мінус, за якого згідно виразу (4.44) 0Ai   тривалість iT  i -ого підінтервалу 

процесу посадки БАЛА збільшується, даючи змогу за більш пологими траєкторіям 

посадки виконувати необхідні обмеження на цих ділянках польоту. Як тільки 

ділянка (підінтервал) посадки з піковими значеннями вертикальної швидкості 

зниження (або піднімальної аеростатичної сили) долається, можна знову перейти на 

оптимальні значення кута відхилення вектора тяги, що задовольняє обмеженню 
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(4.44) та умові (4.45). Перехід на окремій ділянці польоту на неоптимальні значення 

кута відхилення вектора тяги дозволяє підтримувати параметри траєкторного руху 

БАЛА у припустимих межах із гарантованим його переведенням в задані кінцеві 

умови (4.32).   

 

4.4.2. Дослідження ефективності оптимального алгоритму керування на 

режимі зльоту з виведенням на задану висоту 

 

Досліджуємо процес зльоту та виведення на задану висоту аеростатичного 

літального апарата за синтезованим алгоритмом керування, який забезпечує 

досягнення на заданій висоті максимальної горизонтальної швидкості. 

Як об’єкт дослідження БАЛА, прийнято гіпотетичний автономний класичний 

дирижабль невеликого об’єму типу «Skyship 500» (рис.4.5). Розробники останнього, 

розглядали можливість використання цього дирижабля та його модифікацій у 

пілотованому та безпілотному варіантах.  

 

 

Рис. 4.5. Дирижабль «Skyship-500» 

 

Конструкція апарата виконана за м’якою схемою. Оболонка корпусу, об’ємом 

6670 м3, виготовлена із композиційного матеріалу. По обидва боки гондоли 

дирижабля, в районі центру прикладення аеростатичної піднімальної сили, 

встановлено два реверсивних маршових двигуни з повітряними гвинтами у 

кільцевих насадках, які відхиляються до + 90 вгору (на кабрирування) і до - 120 вниз 
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(на пікірування). Розглядалося традиційне для дирижаблів сучасного покоління 

керування кутом відхилення вектору тяги [265]. Максимальна швидкість відхилення 

вектора тяги становила 5º/с. Ця величина прийнята на основі результатів досліджень 

динамічних характеристик зльоту та посадки апаратів аналогічного типу [11,12]. 

Динаміка приводів виконавчих механізмів відхилення кільцевих насадок 

моделювалася ланкою першого порядку.   

Дослідження ефективності отриманого оптимального алгоритму керування та 

відповідної траєкторії руху БАЛА на злітно-посадкових режимах здійснювалося 

методом математичного моделювання на ЕОМ з використанням спектральної 

моделі, отриманої в п. 3.2.2. Додатково до моделі було включено доданки, що 

враховують вплив близькості землі та відповідні вирази для визначення алгоритму 

керування відхиленням вектора тяги. 

На базі розробленої спектральної моделі було розроблено методичне та 

програмне (з використанням середовища MATLAB) забезпечення з моделювання 

повздовжнього руху БАЛА на злітно-посадкових режимах. Для відновлення часових 

процесів зміни параметрів траєкторного руху за диференціальними спектрами 

прийнято найпростіший в обчислювальному відношенні метод відновлення часових 

процесів у формі рядів Тейлора. Відповідно до цього методу, для отримання значень 

параметрів руху апарату в момент часу htt 1 += − , алгебраїчно підсумовуються 

дискреты диференціального спектру, що визначені для моменту часу 1t − .  

Моделювалася оптимальна траєкторія руху БАЛА під час зльоту та виведення 

на задану висоту Н=350 м з використанням алгоритму термінального керування, що 

забезпечує досягнення на заданій висоті максимальної горизонтальної швидкості 

[211]. 

Відповідно до Критеріїв льотної придатності дирижаблів [13] припускалося, що 

засоби забезпечення регулювання тиску усередині оболонки (газові клапани) та 

подачі повітря у балонети (повітряні клапани) мають достатню продуктивність, щоб 

забезпечити максимальну розрахункову швидкопідйомність апарата без 

перевищення тиску газу в оболонці вище встановленого розрахункового значення. У 
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даній роботі прийнято середнє значення максимальної швидкопідійомності 

сучасних АЛА, що становить 5 м/с.    

Увесь етап зльоту з виведенням на задану висоту БАЛА умовно розіб’ємо на 

дві ділянки. Як першу ділянку ( 1i = ), обираємо ділянку від моменту початку руху до 

набора висоти 15,2 м, за досягнення якої дирижабль, відповідно до критеріїв льотної 

придатності дирижаблів [13-15], має досягти рекомендовану вертикальну швидкість 

набору висоти.  Друга ділянка ( 2i = ) починається з висоти 15,2 м та продовжується 

до моменту підняття на задану висоту Н = 350 м, за досягнення якої дирижабль 

повинен мати максимальну горизонтальну швидкість.  

Вважаємо, що встановлений на апарату автопілот керма висоти балансує 

сумарний повздовжній момент апарата та підтримує практично постійною кутову 

швидкість тангажа. За вхідні сигнали в автопілоті керма висоти прийнято висоту 

польоту, швидкість зміни висоти польоту, кут атаки та швидкість зміни кута атаки 

[9,12].  При моделюванні прийнято наступні початкові та кінцеві умови.  

Перша ділянка:  

а) початкові умови: 0)0(
101
== XX VV , 0)0(

101
= YY VV , 0)0( 101 == HH ; 

б) кінцеві умови:
max11

)( 1 XX VTV = , 
11

)( 1 TYY VTV = , 2,15)( 11 =TH м.  

Друга ділянка: 

а) початкові умови:
max1202

)0( XXX VVV == , 
12

)0(
TYY VV =  , 2,15)0(

1
12 ==

T
HH м;  

б) кінцеві умови: 
max22

)( 2 XX VTV = , 
22

)( 2 TYY VTV = , 350)( 22 =TH  м. 

Результати моделювання траєкторних параметрів БАЛА під час зльоту та 

виведення на задану висоту Н = 350 м з використанням алгоритму термінального 

керування відхиленням вектору тяги, що забезпечує досягнення на заданій висоті 

максимальної горизонтальної швидкості, наведено у таблиці 4.2, де H  – висота, 

L  – відстань, V  – повітряна швидкість, XV  – горизонтальна швидкість,  

YV  – вертикальна швидкість,  – кут атаки,   - кут нахилу траєкторії,  

  – кут відхилення вектору тяги, E  – енергія, що витрачається апаратом під час 

зльоту та піднятті на задану висоту,  T  – час підняття на задану висоту.  
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Встановлено, що тривалість першої ділянки руху (з моменту початку руху до 

моменту набору висоти Н=15,2 м) складає 9,1 с. При цьому, апарат піднімається  на 

безпечну висоту Н=15,2 м на відстані ~50 м від початку руху, набирає швидкість - 

10,4 м/с та практично виходить на максимальну швидкопідйомність Vy = 4,6 м/с. 

Максимальний кут відхилення вектору тяги та витрати енергії на цій ділянці 

дорівнюють  62º та  0.02 кВт*ч відповідно. 

Таблиця 4.2 

Початкові та кінцеві значення параметрів траєкторії БАЛА 

на етапі зльоту з виведенням на задану висоту  Н=350 м 

Параметр 

1-й етап 2-й етап 

Початкове 

значення 

Кінцеве 

значення 

Початкове 

значення 

Кінцеве  

значення 

Н,м 0 15.2 15.2 350.0 

L,м 0 50.5 50.5 1 580,0 

V, м/с 0.01 10.4 10.4 32,9 

Vx, м/с 0.01 9.4 9.4 32,5 

Vу, м/с 0 4,6 4,6 5,0 

  0 -14.1 -14.1 -2,3 

  0 61.9 61.9 29,8 

Е, кВт*ч 0 0.02 0.02 2,75 

Т,с 0 9.08 9.08 75,5 

 

Тривалість другої ділянки (піднімання від безпечної висоти Н = 15,2 м  до 

заданої висоти Н = 350 м) складає ~ 66,4 с. Під час піднімання апарат набирає 

горизонтальну швидкість 32,5 м/с, витрачаючи при цьому 2.75 кВт*ч енергії. 

 

4.4.3. Дослідження ефективності оптимального алгоритму керування на 

режимі посадки 

 

Ефективність оптимального алгоритму керування на режимі посадки 

оцінювалася шляхом моделювання на ЕОМ траєкторії посадки. При моделюванні 
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посадки БАЛА припускалося, що елементи системи забору повітря балонету апарата 

(повітрозбирачі, трубопроводи, вентилятори або їх сполучення) мають достатню 

продуктивність, щоб забезпечити максимальну розрахункову швидкість зниження 

апарата без зменшення тиску газу в оболонці нижче встановленого розрахункового 

значення [13]. У даній роботі прийнято середню для сучасних АЛА максимальну 

швидкість зниження 5 м/с.  

Процедура моделювання посадки БАЛА з відхиляємим вектором тяги за 

синтезованим алгоритмом полягала у наступному. У вихідному стані апарат був 

збалансований на висоті 50 м в усталеному польоті на швидкості 36 км/г. Після 

цього, відповідно до синтезованого алгоритму, вектор тяги двигунів відхилявся з 

таким розрахунком, щоб забезпечити зниження з досягненням мінімальної 

горизонтальної посадкової швидкості.  

Увесь етап посадки умовно розбивається на дві ділянки. Як перша ділянка  

( 1i = ) обрано ділянку від моменту початку посадки (висота 50 м) до висоти  

15,2 м над посадковою поверхнею, за досягнення якої дирижабль відповідно до 

критеріїв льотної придатності для дирижаблів [13-15] має досягти рекомендовану 

для конкретного апарата вертикальну швидкість зниження. Друга ділянка ( 2i = ) 

починається з висоти 15,2 м та продовжується до моменту торкання посадковим 

шасі дирижабля землі, за досягнення якої дирижабль повинен мати мінімальну 

горизонтальну посадкову швидкість та задану вертикальну швидкість зниження, яка 

не повинна перевищувати 0,91 м/с [13]. Вважаємо, що на першій ділянці посадки 

встановлений на апарату автопілот керма висоти балансує сумарний повздовжній 

момент апарата та підтримує практично постійною кутову швидкість тангажа.  

За вхідні сигнали в автопілоті керма висоти взято висоту польоту, швидкість зміни 

висоти польоту (швидкість зниження), кут атаки та швидкість зміни кута атаки. 

Відмітимо, що для дирижабля, що розглядається, автопілот керма висоти є 

ефективним за швидкості польоту не менше 30 км/г, тобто практично він 

використовується тільки на першій ділянці.   

При моделюванні прийняті наступні початкові та кінцеві умови.  
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Перша ділянка:  

а) початкові умови: 10)0(
101

== XX VV м/с, 0)0(
101

= YY VV м/с, 50)0( 101 == HH  м; 

б) кінцеві умови:
min11

)( 1 XX VTV = , 61,0)( 11
−=TVY

м/с, 2,15)( 11 =TH м.  

Друга ділянка: 

а) початкові умови:
min1202

)0( XXX VVV == , 61,0)0(
12

−==
TYY VV  м/с, 2,15)0(

1
12 ==

T
HH  м;  

б) кінцеві умови: 
min22

)( 2 XX VTV = , 71,0)( 22
−=TVY

 м/с, 0)( 22 TH м.  

На рис. 4.6 – 4.8 наведено зміну траєкторних параметрів БАЛА під час посадки 

за синтезованим алгоритмом керування відхилення вектора тяги (4.22). Результати 

моделювання показали наступне [266,267]. Після початку процесу посадки, апарат 

починає знижуватися та досягає нормованої висоти 2,15=H м над посадковою 

поверхнею на відстані ~ 289 м (рис.4.6).   

 

 

Рис.4.6. Залежність посадкової дистанції L  від висоти польоту H   

за термінального керування відхиленням вектора тяги 

 

При цьому отримано, що керування вектором тяги за синтезованим алгоритмом 

керування забезпечує наприкінці першої ділянки на заданій висоті 2,15=H м 

досягнення із прийнятною точністю заданої швидкості зниження 58,0−=YV  м/с  

( 61,0)( 11
−=TVY м/с) та значення горизонтальної швидкості 33,7=XV  м/с. Тривалість 

першої ділянки склала cT 1,321  . 
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Рис. 4.7. Зміна за часом висоти H , посадкової дистанції L , горизонтальної 

швидкості  ХV  та швидкості зниження yV  під час посадки 

 

Наприкінці другої ділянки досягається значення горизонтальної швидкості 

 м/с. У момент торкання, значення вертикальної швидкості зниження складає    

 м/с.  Тривалість другої ділянки становить . 

 

2,6=XV

73,0−=YV cT 112 
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Рис. 4.8. Зміна за часом кутів нахилу траєкторії   , атаки   

         та куту відхилення вектору тяги   під час посадки 

 

Отримано, що за заданих термінальних умов та застосуванні на АЛА 

автоматичного відхилення вектора тяги за синтезованим алгоритмом, вектор тяги 

першочергово відхиляється на пікірування на кут ~ - 90, а потім відхилення вектора 

тяги на пікірування збільшується до ~ - 120 для забезпечення зниження швидкості 

посадки та досягнення найменшої горизонтальної посадкової швидкості. За такого 

керування досягається посадка з коротким пробігом по землі. Застосування  

автоматичного керування кутом повороту тяги одночасно з керуванням величиною 

тяги (реверс) наддасть можливість не тільки зменшити пробіг дирижабля після 

торкання посадкової поверхні, але й здійснювати практично вертикальну посадку 

дирижабля. Це питання потребує окремого дослідження та у даній дисертації не 

розглядається. 
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4.5. Застосування зміщених диференціальних перетворень до оптимізації 

багатоетапного термінального керування 

 

Розглянемо можливість застосування зміщених диференціальних перетворень 

до розв’язання задачі оптимізації багатоетапних термінальних процесів керування 

БЛА, якій відповідає математична модель (4.1)-(4.4). Будемо вважати, що всі 

функції часу в задачі (4.1)-(4.4) є аналітичними. На першому етапі розглядатимемо 

незбурений рух ЛА та оберемо всередині кожної ділянки процесу керування 

оптимальне програмне керування )(* tu , що забезпечує розв’язок нелінійної 

термінальної задачі (4.1)-(4.4), в класі аналітичних функцій ),( ii Atu , де 

( )
iiii aaaA ,...,,

21
=  - вектор вільних параметрів розмірності  . Задача оптимізації 

полягає у визначенні вектору оптимального керування )(* tu  та фазової траєкторії 

)(tx , які за заданими диференціальними зв’язками (4.1) та умов спряження кінцевих 

умов попередніх ділянок та початкових умов наступних ділянок  (4.4) забезпечують 

оптимальне багатоетапне переведення БЛА із початкового стану )( 01 tx  в кінцевий 

(термінальний) стан, визначений у кінцевий момент часу Tt = q -мірним ( nq  ) 

векторним рівнянням граничних умов (4.2), та оптимізують функціонал (4.3).  

Задачу визначення оптимального багатоетапного програмного керування (4.1)-

(4.4) з використанням зміщених диференціальних перетворень розв’язатимемо у тій 

самій послідовності, що й при застосуванні основних диференціальних перетворень. 

Спочатку розв’язуємо задачу визначення оптимального програмного керування )(1 tu  

на відрізку 10 ttt   із початковою умовою вектору стану 0

101 )( xtx = . Розв’язок 

рівняння (4.1) в точці 1t  має значення ).( 11 tx  Потім розв’язуємо задачу визначення 

оптимального керування )(2 tu  на відрізку 2ttti   з початковою умовою 0

211 )( xtx =  

вектору стану. Розв’язок рівняння (4.1) в точці 2t  має значення )( 22 tx . Побудований 

таким чином розв’язок )(tx  і керування )(tu  є неперервними в усіх точках інтервалу 

20 ttt   і у точці спряження інтервалів 1t . Продовжуючи цей процес на усьому 

заданому інтервалі  Tt ,0  отримуємо неперервний і кусково-неперервний розв’язок 
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)(* tx  рівняння (4.1) і відповідне оптимальне керування )(* tu , які за заданих 

граничних умовах (4.2) та умов спряження граничних і початкових умов (4.4) 

оптимізують функціонал (4.3) за відсутності дії збурень.  

На i -ій ділянці процесу керування зміщені диференціальні перетворення (1.11) 

та (1.12) програмних керувань ),( ii Atu  та ),( ii Atu  визначають їх диференціальні 

спектри у вигляді: 

0
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Диференціальне рівняння (4.1) на i -ій ділянці процесу керування на основі 

зміщених перетворень (1.11) та (1.12) в області зображень подається в формі 

системи спектральних моделей: 
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, (4.49) 

де 
ii

xtxtXtX iiiii  === −− )()()( 11 , 121 , −−=−= ii tthtth
iiii  , 

iL
f та 

iN
f - ДТ-зображення 

оригіналів функцій 
iLf та 

iNf , t  та ct  - ДТ-зображення часового аргументу 

відповідно на інтервалах  itt
i
,  та ],[ 1 i

tti − . Зазначимо, що спектральна модель (4.49) 

отримана шляхом перетворення лівої частини рівняння (4.1): 



−
−=

−

−
=







d

tdx

td

tdx

dt

tdx i

i

i iii
)(

)(

)()(
 з наступним переведенням в область зображень 

похідної за часовим аргументом  . 

У виразах (4.48) - (4.49) диференціальні зображення нелінійних складових 

 ),,(),,,,(),,( iiiiN AtkUAxtkXtktf
iiiii   та  ),,(),,,,(),,( iiiiсN AtkUAxtkXtktf

iiiii 
 
визначаються 
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з використанням поліномів Адоміана за допомогою  співвідношень (2.21’) або  

(2.22’) залежно від структури нелінійної складової рівняння (4.1). Система двох 

спектральних моделей (4.48) і (4.49) є системою двох рекурентних виразів, що дає 

змогу визначити диференціальні спектри ),,,( ii AxtkX
ii   та ),,,( ii AxtkX

ii   функції 

),( ii Atx  за диференціальними спектрами вектора керування (4.46) та (4.47). Вираз 

(4.48) описує в області зображень вихідне диференціальне рівняння (4.1) на 

підінтервалі часу  itt
i
, , а вираз (4.49) – на підінтервалі  

i
tti − ,1 .  

За рекурентними виразами (4.48) та (4.49) і диференціальними спектрами (4.46) 

та (4.47), послідовно присвоюючи цілочислові значення аргументу ,...2,1,0=k , 

формуємо диференціальні спектри ),,,( ii AxtkX
ii   та ),,,( ii AxtkX

ii   вектору стану 

)(txi  як функції початкових умов 
ii

xtxtXtX iiiii −− === )()()( 11 . 

Підставляючи знайдені дискрети ),,,( ii AxtkX
ii   та ),,,( ii AxtkX

ii   до виразів 

обернених перетворень (1.11) та (1.12), отримаємо вирази для початкових та 

кінцевих значень розв’язку рівняння (4.1) на інтервалі iT : 




=
− ==

0

0
1 ),,,()(

k
iiiii AxtkXxtx

ii
, (4.50) 




=
 ==

0

),,,(),,()(

k
iiiiiii AxtkXAxTxTx

iii
. (4.51) 

Тоді рівняння кінцевого стану процесу керування (4.2) з урахуванням виразу 

для спряження граничних та початкових ділянок процесу керування (4.4), а також 

виразу для вектора стану наприкінці кожної ділянки керування (4.51) перетвориться 

до q - мірного векторного рівняння: 

  0),,(, = iii AxTxTS
i

. (4.52) 

Аналогічно для рівняння початкового стану процесу керування на i - ій ділянці 

з урахуванням виразу (4.50) отримуємо: 




=
 =−

0

0 0),,,(

k
iii AxtkXx

ii
. (4.53) 

Векторне рівняння (4.52) має розмірність q , а рівняння (4.53) - n .  
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Зазначимо, що якщо розмірність вектору вільних параметрів iA  дорівнює 

1−= s , де s - кількість врахованих дискрет, то рівняння (4.52) визначає час iT  та 

компоненти вектору iA , який формує вектор керування ),( ii Atu  [189].  

Таким чином, розв’язання задачі багатоетапного термінального керування (4.1)-

(4.4) на i -ій ділянці з використанням зміщених диференціальних перетворень 

зводиться до розв’язання системи рівнянь розмірністю qn + , яка складається з 

термінальної умови (4.52) і рівняння (4.48) та дозволяє знайти n - мірний вектор 
i

x , 

граничне значення часу iT  та 1−= s  компонент вектору вільних параметрів iA .   

Решту компонент вектора вільних параметрів знайдемо з умов оптимізації 

функціоналу (4.3). Диференціальні перетворення (1.11) функціоналу (4.3) з 

урахуванням диференціальних спектрів (4.46) – (4.49) дають змогу отримати 

критерій якості у вигляді функцій вектору вільних параметрів iA . З цією метою 

відрізок інтегрування  ii ttt ,1−  розіб’ємо на два підінтервали  
i

tti − ,1 і  itt
i
, .  

На підінтервалі  
i

tti − ,1  перетворимо визначений інтеграл за правилом підставлення 

−= tt , а на підінтервалі  itt
i
,  використаємо підставлення += tt . Врахуємо 

співвідношення (4.51) в функції G  та подамо підінтегральні функції ),( iii uxФ  на 

підінтервалах  
i

tti − ,1  
і  itt

i
,  через диференціальні спектри (4.46) – (4.49).  

В результаті функціонал (4.3) перетвориться до функції вигляду: 

( )
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k
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, (4.54) 

де 
ict і it - зображення часового аргументу на підінтервалах  

i
tti − ,1  і  itt

i
,  

відповідно. 

У загальному випадку задача оптимізації функції (4.54) з обмеженнями (4.52) 

розв’язується методом множників Лагранжа [268]. У цьому випадку функція (4.54) і 
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умова (4.52) об’єднуються множниками Лагранжа ),...,,(
n21 xxxx = , 

),...,,(
q21 yyyy =  в нову функцію: 
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, (4.55) 

де l – компоненти векторної функції ( )n= ,...,, 21 , яка в векторній формі 

визначається виразом: 




=
 =−=

0

00 0),,,(),,,(

k
iiiii AxtkXxxAxt

iiii
. (4.56) 

Задача оптимізації функції (4.55) за умови (4.52) зводиться до безумовної 

оптимізації функції ),,,,( yxii AxTJ
i

 , необхідні умови екстремуму якої спільно з 

рівнянням (4.53) дають систему скінчених рівнянь відносно невідомих компонент 

векторів yxiAx
i

 ,,,  та часу iT  для довільного початкового стану 0

101 )( xtx = : 

,0
),,,,,( 0

=




i

iyxii

T

xAxTJ
i

  

,0
),,,,,( 0

=








i

i

x

xAxTJ iyxii
 (4.57) 

,0
),,,,,( 0

=


 

j

iyxii

a

xAxTJ
i  ,1,,1 == jri .  

У випадку виконання достатніх умов екстремуму функції (4.55) неперервне 

розв’язання системи скінчених рівнянь (4.57) дає змогу знайти для кожної i -ій 

ділянки у реальному часі усі компоненти вектору вільних параметрів керування 

),...,,(
21 liiii aaaA =  як функції від вектора довільного початкового стану 0)(

0 iii xtx = , а 

також оптимальне програмне керування )(* tu  у класі аналітичних функцій ),( ii Atu . 

Компоненти вектору стану ( )tx* , які відповідають оптимальному програмному 

керуванню ( )tu*  , можуть бути отримані за диференціальними спектрами (1.11), 

(1.12) у вигляді відрізків рядів Тейлора або на основі зворотних диференціальних 
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перетворень в формі багаточленів Лежандра, Чебишева, рядів Фур’є, Дирихлє і у 

вигляді комбінацій різних апроксимуючих функцій. Вільні параметри 

апроксимуючих функцій визначаються із порівняння диференціальних спектрів 

компонент вектора стану з диференціальними спектрами апроксимуючих функцій. 

Рівняння зв’язку між вільними параметрами апроксимуючих функцій і дискретами 

диференціального спектра функції, що розшукується, у випадку відновлення 

функції часу в формі багаточленів Лежандра, Чебишева, рядів Фур’є, Дирихлє 

наведено, наприклад, в роботах Г.Є. Пухова [175-177]. 

Таким чином, зміщені диференціальні перетворення  (1.11), (1.12) також дають 

змогу отримати в аналітичній формі систему рівнянь (4.52), (4.53), (4.57) для 

довільних значень початкового стану 0)(
0 iii xtx = , моменту часу 

0i
t  та часу 

багатоетапного процесу керування  T  [269]. 

Отримане вище програмне керування, що оптимізує функціонал (4.3), реалізує 

оптимальне керування за розімкнутим контуром та гарантує виконання граничних 

умов (4.2) за відсутності дії збурень. У реальних умовах вплив зовнішнього 

середовища на динаміку руху ЛА може призвести до значних термінальних помилок 

у момент завершення процесу керування за програмою )(tuu ii = . Тому на другому 

етапі синтезу керування на кожній i -ій ділянці розглядається збурений рух ЛА, що 

постійно відхиляється від оптимальної програмної траєкторії, та з метою 

компенсації дії збурень синтезується алгоритм оптимального за критерієм (4.3) 

керування зі зворотним зв’язком вигляду ),( iii xtuu = , який у кожний момент часу t  

використовує інформацію про поточний стан )(txi  ЛА. Керування зі зворотним 

зв’язком забезпечує переведення ЛА із довільного початкового стану у заданий 

кінцевий стан при дії збурень. 

Синтез оптимального багатоетапного керування зі зворотним зв’язком на базі 

зміщених диференціальних перетворень також можна виконати методом замикання 

оптимального програмного керування )(tuu ii =  для довільного поточного стану 

об’єкта )(txi . З цією метою неперервне розв’язання системи скінчених рівнянь 

(4.52), (4.53), (4.57) у реальному часі дає змогу знайти вектор iA  у вигляді  )(, txTA iii , 
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де довільний початковий стан )(
0ii tx  прийнято таким, що дорівнює поточному стану 

)(txi . Підставлення розв’язків ),( iii xTA  системи скінчених рівнянь (4.52), (4.53), 

(4.57) до обраної аналітичної структури керування )],(,[ iiii xTAtu  і )],(,[ iiii xTAtu  

визначає оптимальне керування із зворотним зв’язком вигляду ),( txuu iii = , яке 

здатне адаптуватися до дії вектору збурень )(ti . Таким чином, у замкненому 

контурі керування використовується тільки поточне значення керування )],(,[ iiii xTAtu  

і )],(,[ iiii xTAtu , яке у наступний момент часу перераховується за системою рівнянь 

(4.52), (4.53), (4.57).  

Переваги застосування зміщених перетворень порівняно з основними 

диференціальними перетвореннями збільшуються під час розв’язання задачі синтезу 

замкнених законів оптимального керування на значних часових інтервалах. 

Недоліком застосування вищенаведеного підходу на базі зміщених перетворень до 

розв’язання задачі синтезу замкнених законів оптимального керування, у тому числі 

й порівняно з модифікованим методом диференціальних перетворень, є збільшення 

кількості невідомих в системі скінчених рівнянь на n  компонентів векторів )( tx  

[270].  

 

Висновки до розділу 4 

 

1. Запропоновано підхід до побудови оптимальних багатоетапних програмних 

керувань з використанням удосконаленого дискретно-аналітичного відображення 

нелінійних задач виведення БЛА у задані термінальні умови та модифікованого 

методу диференціальних перетворень. На відміну від відомих зазначений підхід 

не потребує розв’язання двоточкової крайової задачі або нелінійних 

диференціальних рівнянь в частинних похідних, зводить проблему побудови 

керування до розв’язання скінченої системи рівнянь відносно параметрів 

керування. 

2. Розвинуто численно-аналітичний метод розв’язання нелінійних задач  оптимізації 

термінального керування рухом ЛА. На відміну від відомих метод ґрунтується на 
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удосконаленому дискретно-аналітичному відображенні нелінійних вихідних 

математичних задач в область зображень, модифікованому методі 

диференціальних перетворень та враховує багатоетапність траєкторного руху. 

Метод виключає необхідність чисельного інтегрування нелінійних 

диференціальних рівнянь, дозволяє отримувати алгоритм керування в 

аналітичному вигляді, здійснювати оперативний синтез керування та проводити 

моделювання динамічного процесу у реальному часі.   

3. Виконано аналітичний синтез алгоритму оптимального за витратою палива 

керування багатоетапним процесом виведення АКС на орбіту, що забезпечує 

приведення АКС в задані термінальні умови та досягнення наприкінці виведення 

максимальної швидкості. 

4. Моделювання багатоетапного процесу виведення АКС «Оріль» на орбіту 

показало, що синтезований з використанням модифікованого методу 

диференціальних перетворень алгоритм керування забезпечує економію палива  

порівняно з відомим алгоритмом  ~ 1%. 

5. Виконано аналітичний синтез алгоритму оптимального керування БАЛА на етапі 

посадки. Моделюванням показано, що запропонований алгоритм забезпечує з 

прийнятною точністю досягнення заданої вертикальної швидкості зниження у 

момент торкання посадкової поверхні та мінімальної горизонтальної посадкової 

швидкості апарата з коротким пробігом по землі. 

6. Показано можливість застосування зміщених диференціальних перетворень до 

розв’язання задачі оптимізації багатоетапного термінального керування ЛА. 

Доведено, що застосування зміщених перетворень до розв’язання задач синтезу 

замкнених законів оптимального керування призводить до ускладнення 

отримання спектральної моделі задачі та збільшення кількості невідомих в 

системі скінчених нелінійних рівнянь для визначення параметрів керування. 
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РОЗДІЛ 5 

БАГАТОКРИТЕРІЙНА ОПТИМІЗАЦІЯ ТЕРМІНАЛЬНОГО 

БАГАТОЕТАПНОГО КЕРУВАННЯ ЛІТАЛЬНИМИ АПАРАТАМИ 

 

5.1. Постановка задачі багатокритерійної оптимізації багатоетапних  

динамічних процесів 

 

Сформулюємо постановку багатокритерійної нелінійної задачі оптимізації  

багатоетапного керування рухом ЛА при виведенні у задані термінові умови. Увесь 

процес багатоетапного виведення умовно розіб’ємо на r  заданих часових 

підінтервалів, усередині яких параметри апарату не мають стрибкоподібних змін і 

не відбувається перемикання керування: ,1−−= iii ttT  ,,1 ri =  
=

=
r

i

i TT
1

,  де T - час 

процесу керування. У подальшому будемо вважати, що всі ці зміни відбуваються на 

межах вибраних підінтервалів. 

Задачу багатокритерійної оптимізації досліджуватимо у межах математичної 

моделі термінального багатоетапного керування ЛА, траєкторний рух якого на i -му 

підінтервалі описується векторним нелінійним звичайним диференціальним 

рівнянням: 

),,,(),,( iiNiiiL
i uxtfuxtf

dt

dx
i

+=  rixtx iii ,1,)( 0

1 ==− , (5.1) 

де )(txx ii =  - n -вимірний вектор стану; )(tuu ii =  - m -вимірний вектор керування, 

nm  ; ),,( iiL uxtf
i

, ),,( iiN uxtf
i

 − неперервні та неперервно диференціюємі за 

сукупністю змінних uxt ,,  вектор-функції, які є відповідно лінійною та нелінійною 

складовою узагальненої сили;  .,1 ii ttt −  Процес керування починається в момент 

0tt =  ( )1=i , закінчується в момент Ttt r == )( ri = . 

Задача термінального багатоетапного керування полягає у переведенні БЛА із 

заданого початкового стану )( 01 tx  в кінцевий (термінальний) стан )(Txr , визначений 

у момент часу Tt =  q -вимірним ( nq  ) векторним рівнянням: 
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  0)(, =TxTS r
. (5.2) 

Якість процесу керування оцінюється сукупністю часткових критеріїв, заданих 

функціоналами:  

   
=

−

+=
r

i

t

t

iiijrjj

i

i

dtuxtTxTGI
1

1

,),,()(,  (5.3) 

де задані функції jG  та ijФ  мають неперервні частинні похідні за ii ux , ; .,...,2,1 pj =  

Часткові критерії (5.3) є компонентами p -вимірного векторного критерію 

),...,,( 21 pIIII = , )(II  , де )(I - припустима область векторного критерію. Кожна 

компонента векторного критерію I описується функціоналами (5.3), які визначені 

на розв’язках векторного нелінійного диференціального рівняння (5.1) при 

керуванні з класу припустимих керувань Uuuuu imiii = ),...,,( 21 . Вважаємо, що 

обмеження на вектори стану та керування враховуються під час обрання вигляду 

функціоналу (5.3).  

Спряження кінцевих умов попередніх підінтервалів та початкових умов 

наступних підінтервалів процесу керування задається у формі заданих крайових 

умов: 

  ,0;),(;),( 0

1

0

1 =++ iiiiiiii TuTuxTx  .,1 ri =  (5.4) 

Багатокритерійна задача синтезу оптимального багатоетапного керування 

полягає у визначені екстремалей )}(),({ ** tutx ii , ,* Uui  ),(* II    ii ttt ,1− , які за заданих 

диференціальних зв’язках (5.1), граничних умов (5.2) та умов спряження 

підінтервалів (5.4) оптимізують векторний функціонал I . Будемо вважати, що 

вигляд частинних критеріїв (5.3) обраний таким чином, що компоненти векторного 

критерію I мінімізуються, а припустима область їх змін задається системою 

обмежень: 

],1[,0 pjCI jj  ,                                                       (5.5) 

де jC - верхня межа припустимого значення компоненти jI
 
векторного критерію I . 
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5.2. Багатокритерійні моделі оптимізації  

 

Для дослідження динамічних процесів застосовується системний підхід, що 

характеризується розглядом множини властивостей та взаємозв’язків, властивому 

даному процесу. Властивості динамічного процесу часто суперечать один одному і 

покращення одного нерідко викликає погіршення іншого. Тому жодним не можна 

знехтувати, оскільки тільки у своїй сукупності вони дають повне уявлення про дане 

явище [159-164].  

Системні властивості динамічного процесу виведення БЛА у задані термінальні 

умови кількісно оцінюються відповідними частинними критеріями якості (п. 1.7). 

Задача багатокритерійної (векторної) оптимізації полягає у знаходженні 

оптимального компромісного розв’язку серед усіх критеріїв якості, які 

характеризують даний процес. Це привело до появи багаточисленних напрямків 

розв’язання задач векторної оптимізації.  

Розглянемо багатокритерійні моделі, які можна застосувати для розв’язання 

задачі оптимізації багатоетапних динамічних процесів. Враховуючи результати 

аналізу різноманітних моделей у розділі 1 (п. 1.7) найбільш придатними для 

розв’язання багатокритерійних задач оптимізації динамічних процесів є наступні 

моделі. 

Згідно першої моделі проблема багатокритерійної оптимізації задачі (5.1)-(5.5) 

зводиться до мінімізації лінійної згортки компонентів векторного критерію зі 

сталими ваговими коефіцієнтами [271] (оскільки область Парето описується 

лінійною комбінацією частинних критеріїв): 


=

=

p

j
jjL II

1
1

, (5.6) 

де 0j  , ,,1 pj =  1
1

=
=

p

j

j .  

Як було зазначено у п. 1.7, у випадку застосування критерію у формі (5.6) 

виникає проблема вибору вагових коефіцієнтів j , pj ,1= , що призводить до певних 

труднощів, особливо при оптимізації керування системами великої розмірності. 
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Відомий підхід [271], згідно якого визначення оптимального розв’язку 

багатокритерійної задачі здійснюється шляхом мінімізації суми ,...2211 ppIII  ++  де 

вагові коефіцієнти 
p ,...,, 21
 обираються заздалегідь у вигляді 

.
1

,...,
1

,
1

020

2

10

1

p

p
III

===   Тут 0I є значення критерію ,I  яке отримане при 

оптимізації лише його одного.  

У моделях другої групи визначається ідеальна (утопічна) точка в просторі 

векторних критеріїв )(I  та вводиться норма в цьому просторі [271]. З цією метою 

кожний функціонал (5.3) оптимізується окремо від інших на диференціальних 

зв’язках (5.1) та граничних умов (5.2) з урахуванням умов спряження (5.4).  

В результаті отримують p  векторних оптимальних керувань pju j ,1,)( =  для кожного 

частинного критерію. Цим оптимальним керуванням відповідають значення 

функціоналів (5.3) )( )(0 j

j uI , які є координатами ідеальної (утопічної) точки. Потім 

розв’язується задача мінімізації узагальненої норми: 

  1,)()(

1

1

)(0 







−= 

=

NuIuII
Np

j

Nj

jjN . (5.7) 

за диференціальних зв’язках (5.1), граничних умов (5.2) та умов спряження (5.4). 

Вираз (5.7) за 1=N  являє собою лінійну комбінацію компонент вектору

)()( 0 uIuI − . У випадку 2=N  вираз (5.7) співпадає з евклідовою нормою )()( 0 uIuI − , 

а за =N  перетворюється до вигляду [161]: 

  .,1,()(max )(0 pjuIuI j

jj
j

=−  

В окремому випадку моделі (5.7) ставиться задача мінімізації суми квадратів 

відносних відхилень функціоналів (5.3) від своїх оптимальних значень:  

2

1
)(0

)(0

)(

)()(

2 
= 










 −
=

p

j
j

j

j

jj

L
uI

uIuI
I . (5.8)  

Тут 
2)(0 ]()([ j

jj uIuI −  є квадратом відстані від утопічної точки до деякої точки з 

області Парето.  
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У цьому випадку багатокритерійна задача (5.1)-(5.5) зводиться до мінімізації 

функції (5.8) за диференціальних зв’язках (5.1), граничних умов (5.2) та умов 

спряження (5.4), а вектор керування обирається з умов мінімізації квадрату відстані 

від точки, що відповідає в просторі критеріїв обраному вектору керування, до 

ідеальної (утопічної) точки. Отриманий таким чином компромісний розв’язок є 

Парето-оптимальним і забезпечує максимальну близькість критеріїв якості до своїх 

найкращих значень. Особливістю даної моделі є те, що розв’язання 

багатокритерійної задачі за моделлю (5.1)-(5.5), (5.8) не потребує вибору вагових 

коефіцієнтів j , на відміну від критерію (5.6), але є достатньо працемістким та 

характеризується високою обчислювальною складністю, так як потребує 

розв’язання p  задач оптимального керування (5.1)-(5.5) за кожним частинним 

критерієм jI  з метою визначення координат ідеальної точки  )(),...,(),( )(0)2(0

2

)1(0

1

p

p uIuIuI  

та розв’язання додаткової задачі мінімізації функції (5.8) за умов (5.1), (5.2), (5.4) 

для визначення вектора оптимального керування. Крім цього, недоліком цієї моделі 

є відсутність обмежень на вектор частинних критеріїв, що може призвести до 

випадку, коли знайдений розв’язок буде виходити за межі цих обмежень.  

У межах багатокритерійних моделей третьої групи розглядається скалярна 

згортка частинних критеріїв за нелінійною схемою компромісів, запропонованої 

Вороніним А.М. [160,161,169-171]. У цьому випадку немає потреби вибирати вагові 

коефіцієнти, що використовуються в моделях першої групи, і не потрібно 

розв’язувати p  задач оптимізації, як у випадку застосування моделей другої групи. 

Багатокритерійна задача (5.1) - (5.5) тут зводиться до розв’язання задачі оптимізації 

виразу: 


=














−

=
p

j

j

j

L
j

C

I
I

1

1

1
3 

, (5.9) 

за умов (5.1), (5.2), (5.4), (5.5), де задані константи 0j  , jC - обмеження зверху j - 

ого частинного критерію, за умови рівнозначності критеріїв 1=j , pj ,1= .  
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Важливою властивістю скалярної згортки (5.9) є її адаптивність до зміни 

параметрів задачі (5.1)-(5.5), у тому числі вектору керування u  під час оптимізації. 

У випадку наближення одного з частинних критеріїв jI  до верхньої межі jC  

припустимих значень (5.4) нелінійна згортка (5.9) реалізує за цим частинним 

критерієм дію Чебишевського (мінімаксного) оператора, запобігаючи порушенню 

умови (5.4). В інших випадках модель (5.9) діє еквівалентно інтегральної 

оптимальності з різним ступенем вирівнювання частинних критеріїв, де погіршення 

одного з них компенсується покращенням решти частинних критеріїв. Відзначимо 

також, що багатокритерійна модель (5.9) задовольняє оптимальності за Парето 

[161,169]. 

Якщо в задачі необхідно ввести пріоритет деяких частинних критеріїв над 

іншими або мати різну ступень їх чутливості до змін параметрів задачі, то в цьому 

випадку можливе застосування більш узагальненої багатокритерійної моделі: 
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В окремому випадку, коли критерії (5.4) рівнозначні та усі константи 1=j , 

,,1 pj =  скалярну згортку (5.10) можна подати у більш простому вигляді та 

розв’язувати задачу оптимізації функціоналу: 
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 (5.11) 

Порівняльний аналіз можливості застосування кожної з моделей (5.6), (5.8), 

(5.9) для розв’язання багатокритерійної задачі (5.1)-(5.5) приводить до наступних 

висновків.  

Модель (5.6) дає змогу розв’язати багатокритерійну задачу (5.1)-(5.5) та 

побудувати множину P  оптимальних за Парето розв’язків. Однак вибір одного 

розв’язку з усієї множини P  потребує попереднього обґрунтування конкретних 

значень вагових коефіцієнтів j , що призводить до певних труднощів, особливо при 

оптимізації керування системами великої розмірності. 
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Розв’язання багатокритерійної задачі (5.1)-(5.5) з використанням моделі (5.8) не 

потребує вибору вагових коефіцієнтів j , однак при її використанні необхідно 

розв’язувати декілька оптимізаційних задач. Недоліком цієї моделі також є 

відсутність обмежень на вектор частинних критеріїв. 

Застосування моделі (5.9) до оптимізації багатоетапних динамічних процесів 

позбавлено цих недоліків. Вона не потребує вибору вагових коефіцієнтів, дає змогу 

враховувати обмеження на припустиму область зміни векторного критерія та 

забезпечує Парето-оптимальний розв’язок задачі багатокритерійної оптимізації з 

урахуванням цих обмежень, якщо множина Парето P  належить цієї області. 

Скалярна згортка (5.9) має властивості унімодальності (тобто задача стає 

одноекстремальною) та безупинної адаптації до різних ситуацій, у яких потрібно 

прийняти багатокритерійний розв’язок. Властивість унімодальності скалярної 

згортки (5.9) значно спрощує розв’язання задачі оптимізації. При цьому, 

застосування нелінійної схеми компромісів дає змогу підвищити точність розв’язку 

завдяки неперервності адаптації. 

Таким чином, для розв’язання задач багатокритерійної оптимізації 

багатоетапних динамічних процесів з урахуванням обмежень на частинні критерії 

більш ефективним є застосування моделей третьої групи у вигляді скалярної згортки 

частинних критеріїв за нелінійною схемою компромісів у вигляді (5.9)-(5.11). 

Розв’язання нелінійних задач багатокритерійної оптимізації потребує значних 

обчислювальних витрат, оскільки обчислювальна складність лінійно залежить від 

розмірності векторного критерію якості та експоненціально - від розмірності 

простору змінних [169,272]. Тому застосування традиційних методів (наприклад, 

методу динамічного програмування) для розв’язання нелінійних багатокритерійних 

задач у реальному часі практично неможливе. Проблема обчислювальної складності 

значно спрощується, якщо розв’язання нелінійної задачі багатокритерійної 

оптимізації розглядати в області зображень з відсутнім часовим аргументом.  

Ця багатокритерійна задача для оптимізації багатоетапного процесу керування 

нелінійним динамічним процесом розв’язується в п. 5.3. 

 



214 

  

5.3. Чисельно-аналітичний метод багатокритерійної оптимізації   

багатоетапного термінального керування 

 

Розглянемо багатокритерійну задачу багатоетапного термінального керування 

рухом БЛА, що описується нелінійною математичною моделлю (5.1)-(5.5). Для 

багатокритерійної оптимізації скористаємося методом скалярної згортки частинних 

критеріїв за нелінійною схемою компромісів у формі (5.11). Це дає змогу звести 

багатокритерійну задачу до розв’язання однієї задачі оптимізації функціоналу (5.11) 

за умов  (5.1), (5.2), (5.4) та (5.5).  

Програмне керування )(tuu = , що оптимізує функціонал (5.11), реалізує 

оптимальне керування за розімкнутим контуром та гарантує виконання граничних 

умов (5.2) за відсутності впливу збурень. У реальних умовах вплив зовнішнього 

середовища на динаміку руху БЛА може призвести до значних термінальних 

помилок у момент завершення процесу керування за програмою )(tuu = . З метою 

компенсації цих збурень синтезуємо закон оптимального за критерієм (5.11) 

керування зі зворотним зв’язком вигляду ),( xtuu = . Дане керування забезпечує 

переведення БЛА з довільного початкового стану у кінцевий (5.2) при впливі 

збурень.  

Нижче пропонується чисельно-аналітичний метод багатокритерійної 

оптимізації для розв’язання нелінійних задач синтезу оптимального багатоетапного 

керування рухом ЛА за нелінійною схемою компромісів. Метод базується на 

використанні модифікованого методу диференціальних перетворень, застосуванні 

удосконаленого дискретно-аналітичного відображення початкової нелінійної 

багатокритерійної задачі (5.1)-(5.5) в область зображень з відсутнім часовим 

аргументом та апроксимації нелінійних складових диференціальних рівнянь 

траєкторного руху ЛА поліномами Адоміана [273,274].  

Синтез оптимального керування зі зворотним зв’язком ),( xtuu =  для 

багатокритерійної задачі багатоетапного процесу (5.1)-(5.5) виконаємо методом 
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замикання оптимального програмного керування )(tuu =  для довільного початкового 

стану )(tx   динамічного об’єкта.  

На першому етапі синтезу будемо розглядати незбурений рух об’єкта. 

Виберемо всередині кожного підінтервалу траєкторного руху програмне керування 

в класі аналітичних функцій ),( ii Au  , де ),...,( 21 iNiii aaaA =  − вектор вільних 

параметрів,  - локальний часовий аргумент. Диференціальні перетворення функції 

),( ii Au   визначають за iTh =  і 0=  її диференціальний спектр у вигляді:   

0
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Диференціальне рівняння (5.1) на основі перетворень (2.6) в області зображень 

подається в формі наступної спектральної моделі: 
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У виразі (5.13) диференціальне зображення нелінійної складової 

)],(),,,(,[ 0

iiiiiN AkUXAkXtf
i

 визначається з використанням поліномів Адоміана за 

допомогою  співвідношень (2.21’) або  (2.22’) залежно від структури нелінійної 

складової рівняння (5.1). Спектральна модель (5.13) є рекурентним виразом, що дає 

змогу визначити диференціальний спектр ),,( 0

iii XAkX  функції ),,( 0

iii xAtx  за 

диференціальним спектром вектору керування. 

Скористаємося властивістю диференціальних перетворень, згідно якої 

алгебраїчна сума усіх дискрет диференціального спектру будь-якої аналітичної 

функції в точці  tt =  дорівнює нульовій дискреті диференціального спектру в точці 

htt +=+  1  або значенню оригіналу функції в тій самій точці, тобто: 

)()0()( 1

0

htxXkX
k

+== +



=

  . (5.14) 

Із співвідношення (5.14) за 1−= itt  і iTh =  знаходимо вектор стану наприкінці 

кожного підінтервалу процесу керування: 
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iiiiiii riXAkXxATx . (5.15) 

Тоді рівняння кінцевого стану (5.2) усього процесу керування, враховуючи 

умови спряження підінтервалів (5.4), а також вираз для вектора стану наприкінці 

кожного підінтервалу (5.15), перетвориться до вигляду [275]: 

  0,...,, 21 =rAAAS . (5.16) 

Дана термінальна умова в неявній формі визначає q -компонент кожного з 

векторів вільних параметрів ),...,( 21 iNiii aaaA = , ri ,1= . Решту компонент векторів 

вільних параметрів визначаємо із умов оптимальності функціонала (5.3). 

Диференціальні перетворення (2.6) функціоналу (5.3) з урахуванням 

диференціальних спектрів (5.12) та (5.13) дають змогу подати даний функціонал у 

вигляді функції векторів вільних параметрів iA . Отже, отримаємо частинні критерії 

у вигляді:   
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Підставлення (5.17) до виразу (5.11) дає скалярну функцію: 
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Необхідними умови оптимальності керування ),( ii Atu  є: 
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Достатні умови – вирази (5.19) та умови (5.20), у яких має місце сувора 

нерівність. Необхідні умови (5.19) дають змогу отримати систему рівнянь для 

визначення часу iT  та решти невідомих компонент векторів вільних параметрів 

),...,,( 21 rAAAA = :   
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Отримана система нелінійних рівнянь (5.16) і (5.21), за умови їх сумісності,  в 

неявній формі визначає компоненти вектору вільних параметрів ),...,,( 21 rAAAA =  як 

функції від вектору довільного початкового стану )( 1

0

−= iii txx  та часу iT , якщо  існує 

екстремум функції J  в середині припустимої області (5.5).  

На другому етапі синтезу розглядається динамічний процес (5.1) в умовах 

впливу збурень, при якому траєкторний рух БЛА постійно відхиляється від 

оптимальної програмної траєкторії. У цьому випадку компромісне керування 

 ),(,* xTAtu  неперервно обчислюється з системи рівнянь (5.16) і (5.21) для поточних 

значень часу t  і стану )(tx , що дає змогу сформувати замкнений закон 

термінального керування ),( xtuu = . Розв’язок системи рівнянь (5.16) і (5.21) для 

кожного поточного моменту t  і стану )(tx  динамічного об’єкту, що знаходиться під 

впливом збурень, неперервно задає керування ),( xtuu = , що пов’язує поточний стан 

)(tx  динамічного об’єкта з термінальними умовами (5.4).  

У замкненому контурі керування динамічним процесом (5.1) використовується 

тільки поточне значення керування )],(,[ xTAtu , яке в наступний момент часу 

перераховується за системою рівнянь (5.16) і (5.21). Цим забезпечується «гнучка» 

адаптація оптимальної траєкторії БЛА до дії наперед невідомих збурюючих 

факторів. 

Основна перевага запропонованого методу полягає у тому, що він дає змогу, не 

використовуючи чисельного інтегрування диференціальних рівнянь багатоетапних 

динамічних процесів, звести проблему багатокритерійної оптимізації до розв’язання 

скінченої системи нелінійних рівнянь, для розв’язання яких у реальному масштабі 

часу можуть бути застосовані традиційні методи. Метод встановлює у неявній 

формі (5.16), (5.21) нелінійний зв'язок багатокритерійного керування )],(,[ xTAtu  з 

вектором поточного стану )(tx , що дає змогу сформувати керування зі зворотним 

зв'язком від компонент траєкторного руху БЛА. 
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У випадку, коли багатоетапний процес розбивається на підінтервали аргументу, 

що перевищують радіус збіжності ряду Тейлора, або виникає необхідність 

підвищити точність моделювання динамічного процесу за обмеженої кількості 

дискет диференціального спектру можна або збільшити кількість підінтервалів або 

застосувати зміщені ДТ-перетворення [269,270]. Застосування зміщених ДТ-

перетворень до розв’язання задач багатокритерійного синтезу алгоритмів керування 

багатоетапним динамічним процесом здійснюється шляхом поєднання  отриманих у 

цьому розділі результатів дослідження з багатокритерійного синтезу з процедурою 

реалізації зміщених ДТ-перетворень, описаних  у п. 4.5. Це питання розглядається у 

п. 5.7. 

 

5.4. Оптимізація виведення авіаційно-космічної системи на орбіту 

 

5.4.1. Синтез багатокритерійного алгоритму керування 

 

Застосуємо запропонований у п.5.3 метод розв’язання нелінійної задачі синтезу 

багатокритерійної оптимізації керування до побудови алгоритму керування 

багатоетапним процесом виведення АКС на орбіту. 

Як було зазначено у п. 1.7, траєкторний рух АКС на різних ділянках їх 

багатоетапного процесу виведення на орбіту може оцінюватися низкою критеріїв: 

масою корисного навантаження, що виводиться на орбіту, витратами палива на 

процес виведення, часом виводу на орбіту, помилками досягнення термінальних 

умов, тепловими та аеродинамічними навантаженнями на поверхні АКС, 

обмеженнями на швидкісний напір, піднімальну силу, кут атаки та ін.  Усі ці  

критерії з урахуванням можливості реалізації підходу до синтезу алгоритмів 

керування, пов’язаного із зведенням багатокритерійної термінальної задачі до 

скалярної задачі оптимального керування, можна згрупувати в три групи. 

До першої групи частинних критеріїв введені критерії, що характеризують масу 

корисного навантаження, що виводиться на орбіту, витрати палива на процес 

виведення та час виведення АКС на орбіту. Глобальний критерій оцінки усієї 



219 

  

транспортної космічної системи потребує максимуму маси корисного навантаження, 

що виводиться на орбіту. Зазначимо, що у задачі про оптимальну траєкторію 

піднімання аерокосмічного літального апарату задача максимізації маси корисного 

навантаження еквівалентна задачі мінімуму витрати палива, яка, у свою чергу, за 

постійної швидкості витрати палива еквівалентна задачі мінімізації часу виведення 

транспортної космічної системи на орбіту [70,247].  

До другої групи частинних критеріїв входять критерії, що характеризують 

теплові навантаження на поверхні АКС та аеродинамічні навантаження, які 

оцінюються швидкісним напором, кутом атаки та піднімальною силою. Теплові 

навантаження на поверхні АКС, які пропорційні кубу швидкості польоту, у 

більшому ступені залежать від швидкості польоту, ніж від аеродинамічного 

навантаження, що оцінюються швидкісним напором та пропорційні квадрату 

швидкості польоту. Тому зменшення теплових навантажень, що досягається шляхом 

їх мінімізації під час виведення АКС на орбіту, забезпечує й зменшення 

аеродинамічних навантажень на АКС. 

Як критерій оцінки аеротермодинамічних навантажень на кожному −i му 

підінтервалі процесу виведення АКС на орбіту виберемо функціонал вигляду [249]:  


−

=
i

i

i

t

t

D dtVkI

1

3

1  , (5.22) 

де 4/DDD SCk = , DC - коефіцієнт, що залежить від форми поверхні АКС,  

DS  - площа перерізу міделів,   − щільність атмосфери, V − швидкість польоту АКС, 

 ii ttt ,1−  . 

  Під час виведення АКС на орбіту повинні бути виконані обмеження на теплові 

навантаження: 

ii mII 110  , (5.23) 

де imI1 − максимально припустимі теплові навантаження на поверхні АКС на  

i -му підінтервалі процесу виведення на орбіту. 
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Третя група частинних критеріїв оцінює помилки досягнення термінальних 

вимог за вертикальною швидкістю )(2 iTY , висотою )(1 iTY  та орбітальною швидкістю 

)(2 iTX : 

 222 )( iT TYHI
ii
−=  , (5.24) 

 213 )( iTi
TYHI

i
−= , (5.25) 

 224 )( iT TXVI
ii
−= , (5.26) 

де 
iTH − задана висота, 

iTH  − задана вертикальна швидкість польоту, 
iTV − задана 

орбітальна швидкість польоту, 1−−= iii ttT - тривалість −i го підінтервалу. 

З частинних критеріїв кожної групи складемо узагальнений векторний критерій 

для −i го підінтервалу: 

( )
iiii

IIIITI ii 4321 ,,,,= , (5.27) 

де перша компонента характеризує тривалість i -ого підінтервалу процесу  

виведення, друга – аеротермодинамічні навантаження на АКС під час виведення, а 

решта компонент – помилки досягнення термінальних умов.  

Задача багатокритерійної оптимізації полягає в мінімізації векторного критерія 

(5.27) під час багатоетапного виведення АКС на орбіту, рух якої описується 

векторним нелінійним диференціальним рівнянням (5.1), із заданих початкових 

умов в задані кінцеві (5.2) за умови спряження попередніх та наступних  

підінтервалів (5.4) і виконанні обмежень (5.5). 

Для розв’язання даної задачі скористаємося вищезапропонованим методом 

багатокритерійного синтезу алгоритму багатоетапного термінального керування, 

нелінійною згорткою частинних критеріїв та спектральною моделлю (3.79)-(3.97), 

наведену в пп. 3.1.2 для нелінійної математичної моделі (3.64)-(3.69). Програмну 

зміну кута тангажа i  за часом в класі аналітичних функцій в спектральній моделі 

обираємо близькою до оптимальної програми виведення АКС на орбіту taa iii 10
+= . 

За спектральною моделлю (3.79)-(3.97) знаходимо диференціальні спектри 

змінних траєкторного руху АКС у вигляді функцій від довільних початкових умов, 



221 

  

вільних параметрів 
0i

a ,
1i

a  керування прогнозованим кутом тангажа та тривалості i -

ого підінтервалу процесу виведення iT . 

Підсумовуючи дискрети )3(),2(),1(),0( 1111 YYYY  диференціального спектру (3.81) і 

підставляючи отриману суму до виразу (4.17) для кінцевих умов за висотою польоту 

iTi HTY =)(1 , отримаємо рівняння, що пов’язує параметри керування кутом тангажа 

),(
10 ii aa  і параметри траєкторного руху АКС із заданою висотою 

iTH  у вигляді 

співвідношення (4.18) для i -го підінтервалу. Підстановка алгебраїчної суми дискрет 

)2(),1(),0( 222 YYY  диференціального спектру (3.82) в термінальну умову (4.17) за 

вертикальною швидкістю набору висоти 
iTi HTY =)(2 дає змогу отримати рівняння у 

вигляді співвідношення (4.19) для i -го підінтервалу, що пов’язує параметри 

керування (
0i

a ,
1i

a ) і параметри траєкторного руху АКС із заданою вертикальною 

швидкістю набору висоти 
iTH . Третє рівняння, яке отримане шляхом підставлення у 

вираз (4.17) для кінцевих умов за необхідною швидкістю польоту 
iTi VTX =)(2  

алгебраїчної суми дискрет )2(),1(),0( 222 XXX   диференціального спектра (3.80), дає 

змогу отримати рівняння у вигляді співвідношення (4.20) для визначення тривалості 

iT  процесу виведення АКС на i -му підінтервалі, що є достатньою для її розгону до 

необхідної орбітальної швидкості 
iTV [276]. 

 Враховуючи, що рівняння (4.18) і (4.20) отримані з термінальних умов за 

висотою і орбітальною швидкістю (4.17), часткові критерії 
i

I3 (5.25) і i
I4  

(5.26) 

можна виключити з компонент узагальненого векторного критерію (5.27). 

З рівняння (4.20) знайдемо час виведення АКС на орбіту на i -му підінтервалі, 

що забезпечує її розгін до необхідної швидкості: 

( ) 2

2 2
XV

C
DDT

iT

i

iii −++−= , (5.28) 

де 
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D = , 

iA  і iB  − визначаються виразами (3.101’). 
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Вираз (5.28) визначає тривалість iT  i -го підінтервалу процесу виведення АКС 

на орбіту як функції вільних параметрів 
0i

a  і 
1i

a . Тому першу компоненту 

векторного критерія (5.27) можна також виключити із розгляду і звести 

багатокритерійну задачу за векторним критерієм (5.27) до двокритерійної: 

( )
ii

IIaaI iii 21 ,),(
10
= . (5.29) 

Параметр 
0i

a  в неявній формі визначається виразом (4.18). Вільний параметр 

1i
a  знаходять із розв’язку задачі мінімізації векторного критерія (5.29), на 

компоненти якого покладено обмеження (5.23) і  обмеження: 

ii mII 220  , (5.30) 

де 
imI2 − максимально припустима термінальна помилка за вертикальною швидкістю 

)(2 iTY . 

Задачу мінімізації векторного критерію (5.29) за диференціальних зв’язках (5.1) 

та обмеженнях (5.23) і (5.30) за нелінійною схемою компромісів (5.9) зведемо до 

задачі мінімізації скалярного критерію: 

ii

i

ii

i

II

I

II

I
J

m

m

m

m

i

22

2

11

1

−
+

−
= . (5.31) 

Диференціальні спектри змінних траєкторного руху АКС, що визначені за 

спектральною моделлю (3.79)-(3.97), дають змогу подати частинні критерії 
i

I1  і 
i

I2  

як функції довільних початкових умов і параметрів керування 
0i

a  і 
1i

a . 

Застосувавши диференціальні перетворення до виразу (5.22), подамо критерій 

оцінки теплових навантажень у наступному вигляді [277]: 

  


=
+

===
i i

i

T

0

T

0 0k

p
i

22
1

1k

kz
TdtWVdtVVI

)(
, (5.32) 

де  
=

=

−=
k

0

2
p VkWkz





 )()()( . (5.33) 

Введемо до розгляду допоміжну функцію:  

3Vz p = . (5.34) 
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Функція pz  визначає щільність теплового потоку на поверхні АКС, яка 

пропорційна четвертій ступені температури pT  на поверхні АКС [247]: 

43

4
p

ФФ TV
SC

=  , (5.35) 

де 















= −

42
8

градм

вт
10675, , ФС  − коефіцієнт, що характеризує форму поверхні АКС, 

  − коефіцієнт, що залежить від матеріалу поверхні АКС та його обробки. 

З іншого боку, функція pz  може характеризувати аеродинамічні навантаження, 

так як вона залежить від швидкісного напору q : 

qV2z p = , (5.36) 

де 
2

V
q

2
= . (5.37) 

Враховуючи (5.35) і (5.36) вважаємо, що критерій (5.22) є оцінкою 

аеротермодинамічних навантажень на АКС під час її виведення на орбіту. 

Для визначення частинного критерія (5.32) необхідно знайти дискрети 

диференціального спектра допоміжної функції (5.34). Нульова дискрета допоміжної 

функції (5.27) має наступний вигляд: 

3

00

2 )0()0()0( VVWz p == . (5.38) 

Використовуючи (5.38), отримаємо вираз для знаходження першої дискрети 

допоміжної функції (5.34): 
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Друга дискрета допоміжної функції (5.34) визначається із виразу: 
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Розглянемо критерій теплових навантажень (5.22) на підінтервалі часу ],[ 1 iii ttT −= , 

на якому теплові навантаження мають найбільш загрозливий характер. Тоді в 

дискретах диференціального спектра допоміжної функції (5.34) масштабний 

коефіцієнт приймається таким, що дорівнює iT . Враховуючи це, отримаємо критерій 

теплових навантажень шляхом підстановки дискрет (5.38), (5.39) і (5.40) у вираз 

(5.32) у наступному вигляді: 

( )

( )



























































++−

−
+

+−−

+

+





















−+−

−









−+

+

=

2

1

2

0

20

2

10

220

0

2

1

2

0

22

1

20

2

20
0

2

1

0202

0321

0

2

00

0

00

20
0

00

20

10

1

2

00
1

)2()2(

2

)1(

2

)1(

6
2

3

sincos

32

2

T

Y

V

Y

TV

XX

VT

V

V

BA

T

V
YAY

V

T

VY
CCC

m

V

ga
m

P

V

Y
a

m

P

V

X

TV

T
V

I
ii

i 








, (5.41) 

де iA  і iB  визначаються виразами (3.101’), )2(),2( 22 YX - другі дискрети 

диференціальних спектрів (4.25) і (4.24), )(1V , )1(2V  - перші дискрети 

диференціальних спектрів (3.94) і (3.95). 

Аналіз виразу (5.41) показує, що критерій теплових навантажень залежить від 

швидкісного напору та параметрів керування 
0i

a  і 
1i

a . Параметр керування 
0i

a  

визначається виразом (4.18). Рівняння для визначення параметру керування 
1i

a  

отримаємо з необхідної умови мінімуму узагальненого критерію (5.31): 
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. (5.42) 

В області заданих обмежень (5.23) і (5.30) на частинні критерії умову (5.42) 

можна замінити виразом: 
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, (5.43) 

де 
i

I1  
задається співвідношенням (5.41). 
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  Частинний критерій 
i

I2 визначається із виразів (5.24) і (4.24). 

Диференціюючи вирази (5.41) и (4.24) за параметром керування 
1i

a , знайдемо 

похідні: 
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. (5.45) 

Вираз (5.43) з урахуванням співвідношень (4.24), (5.41), (5.44) і (5.45), є 

квадратним рівнянням відносно параметра керування 
1i

a .  

Для спрощення запису подамо частинні критерії (4.24) та (5.41) у вигляді: 

1211 iaKKI
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+= , (5.46) 
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Враховуючи уведені позначення (5.46) – (5.51) умова (5.43) перетворюється в 

форму квадратного рівняння: 

( ) ( ) ( ) 
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З рівняння (5.52) знайдемо в неявній формі параметр керування 
1i

a : 
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Враховуючи, що: 
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підкореневий вираз в формулі (5.53) є додатнім. 

 Умови (5.54) і (5.55) виконуються у випадку конфліктуючих частинних 

критеріїв, коли зменшення одного критерія призводить до збільшення другого.  

З аналізу виразу (5.44) видно, що умова (5.54) виконується за: 

0sincoscossin
0000
− iiii aa . (5.56) 

Замість виразу (5.55) можна записати: 

( ) 0sin
00
− ii . (5.57) 

Вираз (5.57) означає, що кут атаки 
000 iii −=  повинен бути додатнім на етапі 

зниження теплових навантажень на АКС. Умова 0
0
i  виконується в першій фазі 

процесу виведення АКС на орбіту, коли теплові навантаження на АКС є 

мінімальними [25]. 

Перевіримо достатню умову існування мінімуму узагальненого критерію (5.31). 

Диференціюючи вираз (5.42) за параметром керування 
1i

a  з урахуванням позначень 

(5.46) – (5.51), отримаємо другу похідну узагальненого критерію: 

( ) ( )
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Достатня умова (5.58) мінімуму узагальненого критерія (5.31) виконується  при 

виконанні обмежень (5.23) і (5.30) на частинні критерії. 

Вирази (5.28), (5.53) і (4.23) визначають алгоритм багатокрітерійного  

керування багатоетапним процесом виведення АКС на орбіту. Переходячи до 

поточних значень змінних та замінюючи параметр керування 
0i

a  початковим 

значенням кута тангажа ik , алгоритм багатокрітерійного керування на основі 

виразу (4.23) та (3.98’) подамо у наступному вигляді [278]: 
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. (5.59) 

Тривалість iT  i -го підінтервалу процесу виведення АКС на орбіту визначається 

з виразу (5.28): 

( ) 2

2 2
XV

C
DDT

iT

i

iii −++−= , (5.60) 

де 
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i

i
i

C

B
D = . (5.60’) 

Параметри iA , iB  і 
1i

a  визначаються за виразами (3.101’) і (5.53) відповідно. 

Значення параметра 
1i

a  обирається з умов мінімуму тривалості iT  i -го підінтервалу 

процесу виведення АКС на орбіту, тобто з двох розв’язків (5.53) обирається таке 
1i

a , 

якому відповідає менше значення часу iT . 

Проведене порівняння структури отриманого алгоритму (5.69), (5.60) з 

відомими результатами [25] показали наступні їх відмінності. У запропонованому 

алгоритмі враховуються термінальні умови з вертикальної швидкості набору висоти, 

що входять до алгоритму (5.59) через параметр 
1i

a згідно виразу (5.53),  до якого 

входить параметр 1L , що визначається виразом (5.51). У виразі для визначення 

тривалості процесу виведення (5.60) термінальні умови з вертикальної швидкості 
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набору висоти враховуються через параметри iC , 
1i

a
 
та 1L  згідно виразів (5.60’), 

(5.53) та (5.51). Термінальні вимоги з висоти на кожній ділянці виведення входять у 

першу складову алгоритму (5.59).  

Врахування термінальних вимог з висоти та вертикальної швидкості набору 

висоти на кожному підінтервалі процесу виведення дозволяє більш точно виконати 

вимоги наприкінці всієї активної ділянки виведення.  

 

5.4.2 Комбінований алгоритм керування 

 

В першій фазі виведення на орбіту, під час проходження АКС щільних шарів 

атмосфери,  необхідно враховувати частинні критерії та обмеження, що пов’язані з 

умовами польоту у цьому середовищі, а саме частинні критерії та обмеження на 

теплові та аеродинамічні навантаження, кут атаки тощо. З порівняння 

багатокритерійного (5.59) та оптимального за витратою палива (4.22) алгоритмів 

витікає, що зниження теплових та аеродинамічних навантажень досягається шляхом 

зменшення коефіцієнтів підсилення в зворотному зв’язку за розузгодженням висоти 

та вертикальної швидкості. Як результат, обмеження цих навантажень на АКС при 

застосуванні алгоритмів багатокрітерійного керування обмежує значення кута 

тангажа під час виведення АКС на орбіту. Тому алгоритм керування (5.59) доцільно 

використовувати в першій фазі виведення АКС на орбіту під час проходження 

щільних шарів атмосфери, яка характеризується високими значеннями теплових та 

аеродинамічних навантажень. 

У другій фазі виведення АКС на орбіту, після проходження щільних шарів 

атмосфери, частинні критерії та обмеження на теплові навантаження, швидкісний 

напір, піднімальну силу, кут атаки тощо, пов’язаних з умовами польоту в щільних 

шарах атмосфери, при польоті в розряджених шарах атмосфери можна не 

враховувати. Це пояснюється тим що, як показав аналіз результатів відомих 

досліджень [25,70,259] піднімальна сила, швидкісний напір, тепловий потік та кут 

атаки після проходження щільних шарів атмосфери починають монотонно 
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зменшуватися, а обмеження на їх амплітуду виконуються на всьому етапі виведення 

в розряджених шарах атмосфери. Це дозволяє, з метою підвищення точності 

виведення на етапі польоту у другої фази, перейти на оптимальний за витратами 

палива алгоритм термінального керування (4.22).  

Як було вище зазначено, основна відмінність алгоритмів оптимального за 

витратою палива (4.22) та багатокритерійного (5.59) полягає в різних коефіцієнтах 

підсилення в контурі зворотного зв’язку за сигналами висоти та вертикальної 

швидкості. Тому перехід від алгоритму (5.59) до алгоритму (4.22) можна здійснити 

перестроюючи коефіцієнти підсилення за цими сигналами. В такому випадку, 

можна плавно, перестроюючи ці коефіцієнти підсилення, перейти від 

багатокритерійного керування АКС до термінального керування без різких стрибків 

за кутом тангажа, який є змінною керування.  

Таким чином, процес керування багатоетапним виведенням АКС на орбіту 

можна розбити на два етапи: політ у щільних шарах атмосфери і політ у 

розряджених шарах атмосфери. Траєкторія виведення на кожному з етапів 

розбивається на окремі часові підінтервали, в середині яких параметри АКС і 

режими польоту двигунової установки та системи керування не мають 

стрибкоподібних змін, а усі зміни в формі заданих стрибків відбуваються на межах 

заданих часових інтервалів. Цим межам відповідають моменти стрибкоподібної 

зміни маси і моментів інерції АКС в моменти відокремлення ступенів та скидання 

головного обтічника, вмикання та вимикання двигунів АКС, а також моменти 

виходу траєкторії та керування на обмеження. Результуюча траєкторія 

відновлюється за ділянками із стикуванням крайових умов. 

Па першому етапі розв’язується задача багатокритерійної оптимізації з 

урахуванням часткових критеріїв та обмежень, пов’язаних з умовами польоту у 

щільних шарах атмосфери. Керування польотом АКС здійснюється на основі 

багатокритерійного алгоритму (5.59) з плавним перестроюванням коефіцієнтів 

підсилення за сигналами висоти та вертикальної швидкості. На другому етапі 

розв’язується задача термінального багатоетапного керування виведенням АКС на 

орбіту на основі термінального алгоритму (4.22).  
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Отриманий у результаті алгоритм керування у подальшому будемо називати 

комбінованим алгоритмом керування АКС «Оріль» на етапі виведення на орбіту.  

 

5.4.3. Дослідження ефективності комбінованого алгоритму 

 

Ефективність комбінованого алгоритму керування досліджено шляхом 

порівняння з термінальним алгоритмом (4.22). На рис. 5.4 подано результати 

моделювання змін параметрів траєкторного руху АКС «Оріль» за комбінованого та 

термінального алгоритмів керування процесом виведення на висоту кмH 200= , а у 

таблиці 5.1 подано нормовані (відносно термінального керування) значення 

частинних критеріїв при застосування комбінованого алгоритму.  
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Рис. 5.4. Порівняння результатів моделювання багатоетапного процесу виведення  

АКС «Оріль» на орбіту з використанням термінального (---) та комбінованого 

алгоритмів (.-.) 

Таблиця 5.1 

Нормовані значення частинних критеріїв за комбінованого керування 

Частинний критерій 
Керування 

Термінальне Комбіноване 

Витрати палива 1 1.0012 

Максимальний швидкісний напір 1 0.81 

Максимальна піднімальна сила 1 0.97 

Тепловий потік 1 0.57 
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Порівняльний аналіз комбінованого та термінального алгоритмів керування 

АКС (рис. 5.4, табл. 5.1) показує, що комбінований алгоритм дає змогу знизити 

швидкісний напір на 19%, тепловий потік на 43%, максимальну піднімальну силу на 

3% та забезпечує таку саму точність виведення в задані кінцеві умови практично за 

той самий час. Цей додатній ефект досягається за рахунок збільшення витрат палива 

усього на 0,12 % порівняно з термінальним алгоритмом [279]. При цьому, 

комбінований алгоритм не тільки знижує максимальне аеродинамічне навантаження 

за величиною, але й зменшує час їх впливу на конструкцію АКС. Так, наприклад, за 

t = 60 c швидкісний напір у випадку виведення АКС за комбінованим алгоритмом у 

~1,8 рази менший, ніж для процесу виведення з використанням термінального 

алгоритму.  

Результати моделювання багатоетапного процесу виведення АКС «Оріль» на 

орбіту та якісне порівняння отриманих результатів моделювання з відомими 

результатами [25,259] підтвердили працездатність та ефективність комбінованого 

алгоритму, розробленого на основі багатокритерійного (5.59) та термінального 

(4.22) алгоритмів керування, які синтезовані з використанням модифікованого 

методу диференціальних перетворень. 

 

5.5. Оптимізація керування аеростатичним літальним апаратом на режимі 

зльоту з виведенням на задану висоту 

 

5.5.1. Синтез багатокритерійного алгоритму керування 

 

При оптимізації траєкторії польоту автоматично керованих БАЛА в 

вертикальній площині враховують, як правило, наступні параметри – тривалість 

польотного часу, споживання енергії при виконанні конкретної місії (зліт, набір 

висоти, крейсерський політ, посадка, причалювання тощо), помилки досягнення 

термінальних вимог тощо [140]. Усі ці частинні критерії можна умовно згрупувати в 

три групи.  
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До першої групи входять критерії, що характеризують тривалість польотного 

часу  при виконанні конкретної місії.  

До другої групи входять критерії оцінки споживання енергій при виконанні 

конкретної місії. Сумарну енергію, яка споживається БАЛА в польоті, можна 

виразити у вигляді інтегралу від необхідної сумарної потужності [140,141,145]. 

Сумарна потужність складається з: а) потужності двигунів апарата, б) потужності, 

необхідної для забезпечення роботи корисного навантаження (наприклад, 

радіолокаційної станції дальнього огляду) та/або в) потужності для забезпечення 

роботи експлуатаційних систем (наприклад, системи регулювання тиску в корпусі 

АЛА). Потужності б) і в) є достатньо малими порівняно із потужністю а), тому їх 

можна не враховувати при плануванні траєкторії польоту АЛА. Отже, без великої 

похибки, сумарну енергію, яка витрачається АЛА в польоті, можна виразити як 

інтеграл від потужності двигунів, необхідної для створення тяги P  при швидкості 

польоту V  : 

dt
VP

E

T

t0

 


= , (5.61) 

де - к.к.д. двигунів. У подальшому будемо вважати, що к.к.д. двигунів БАЛА не 

залежить від швидкості польоту. 

Зазначимо, що у задачах оптимізації траєкторії набору висоти БАЛА часто 

розглядають два види оптимальних траєкторій, що відповідають мінімальному часу 

піднімання та мінімальній енергії, яка витрачається на підняття апарату на задану 

висоту [140,141]. Траєкторії з мінімальним часом піднімання можуть 

використовуватися при виконанні спеціальних місій (наприклад, військових), коли 

знаходження на малій висоті являє собою ризик для апарату, або у випадках 

експлуатації апарату, коли корисне навантаження повинне бути доставлено на 

експлуатаційну висоту як найшвидше. Траєкторії з мінімальними витратами енергії 

на піднімання можуть бути важливі у випадках, коли апарат має обмежені за 

потужністю можливості, наприклад, нічній політ.  
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У цих випадках загальний критерій якості оптимізації траєкторії польоту БАЛА 

при переведенні із початкових умов )( 0tx  у кінцеві )(Tx  можна виразити у вигляді: 

EKTKI pf +=min , (5.62) 

де pf KK ,  - додатні вагові коефіцієнти, TE,  - енергія, що споживається, та 

тривалість польоту відповідно. 

Обираючи значення вагових коефіцієнтів можна отримати задачу оптимізації 

траєкторії за мінімальним часом ( 0,1 == pf KK ), мінімальним споживанням енергії  

( 1,0 == pf KK ) або мінімальної енергії з фіксованим кінцевим часом T ( 0,0  pf KK ). 

Під час розгляду задачі виведення БАЛА з початкової на задану висоту за 

мінімальної кількості енергії з урахуванням припущення, що повітряна швидкість є 

змінною величиною, потрібну тягу P  двигунів апарату можна подати у вигляді: 

XCUVP 322

2

1
= , (5.63) 

де 
2

V
q

2
= - швидкісний напір; U , XC - відповідно об’єм корпусу та лобовий опір  

апарата. Необхідну при цьому енергію для підняття апарата можна визначити 

виразом: 

  dt
CUV

E

T

t

x




=

0

3/23

2

1



 . (5.64) 

Як критерій оцінки споживання енергії на i -му підінтервалі багатоетапного 

процесу набору висоти обирається функціонал виду: 

dt
CUV

I
i

i

i

t

t

xi


−


=

1

3/23

1
2

1



 , (5.65) 

де ii TV ,  - відповідно швидкість та час набору висоти на i -му підінтервалі,  ii ttt ,1− . 

При цьому, повинні виконуватися наступні обмеження на споживання енергії:  

mI11i
I0  , (5.66) 

де mI1  - максимально припустиме споживання енергії при зльоті та набору висоти. 

До третьої групи входять критерії оцінки похибки досягнення термінальних 

умов за висотою, вертикальної та горизонтальної швидкості: 
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 22 )( iT THHI
ii
−= , (5.67) 

 23 )( iYY TVVI
iTi
−= , (5.68) 

)(4 iX TVI
i
= , (5.69) 

де iT  - тривалість зльоту та набору висоти на i -му підінтервалі; )( iTH , ),( iX TV )( iY TV  - 

задані значення висоти польоту, горизонтальної та вертикальної швидкості в момент 

часу iT . 

Складемо узагальнений векторний критерій із частинних критеріїв кожної 

групи: 

( )
iiii 4321ii IIIITI ,,,,= . (5.70) 

Задача багатокритерійної оптимізації полягає в мінімізації векторного критерію 

(5.70) під час керування рухом БАЛА на етапі зльоту та набору висоти  з початкових 

умов (4.31) в задані кінцеві (4.32). 

З метою подолання обчислювальної складності задачі багатокритерійної 

оптимізації за векторним критерієм (5.70) спростимо її, використавши наведену в 

пп.5.3 методику синтезу багатокритерійного керування на основі нелінійної згортки 

частинних критеріїв та диференціальних перетворень вихідної нелінійної 

математичної моделі траєкторного руху БАЛА [280].  

Покажемо, що першу компоненту, а також частинні критерії i
I2  та 

i
I3  

векторного критерію (5.70) можна виключити із розгляду. Як вихідну математичну 

модель процесу керування рухом БАЛА використаємо систему нелінійних 

диференціальних рівнянь (3.3)-(3.11), що описує рух апарату у вертикальній 

площині на i -му підінтервалі процесу зльоту та набору висоти, та лінійний 

програмний закон зміни кута відхилення вектора тяги двигунів. На базі цієї моделі 

розроблена спектральна модель (3.21)-(3.44) процесу керування рухом БАЛА та 

отримані відповідні дискрети диференціальних спектрів змінних траєкторного руху 

апарату у вигляді функцій від довільних початкових умов, вільних параметрів 
0i

a  та 
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1i
a  керування вектором тяги та часу iT  тривалості i -го підінтервалу траєкторії руху 

(3.58)-(3.63). 

Підсумовуючи дискрети відповідних диференціальних спектрів (3.60) та (3.61), 

а також (3.62) та (3.63) і підставляючи отримані суми в (4.34) та (4.33) для 

відповідних кінцевих умов диференціальних спектрів, отримаємо рівняння, що 

пов’язують параметри керування (
0i

a ,
1i

a ) та параметри траєкторного руху БАЛА із 

заданою висотою 
iTH  та вертикальною швидкістю набору висоти 

iTYV на i - му 

підінтервалі відповідно. Враховуючи, що зазначені рівняння отримані з 

термінальних умов за висотою та вертикальною швидкістю, частинні критерії i2I  та 

i3I  можна виключити з компонент векторного критерію (5.70). 

З рівняння (4.34) знайдемо тривалість iT  i -го підінтервалу процесу керування 

рухом БАЛА: 

( )
0

22
iiT YY

i
iii VV

C
DDT −++−= , (5.71) 

де  
0i sin

~~
ii aPФB

i
+= , 

i

i
i

C

B
D = , 

( ) ( ) .cos
~

sin
~~

cos
0100000

i
2

476 iiiXiiYi aaPaPФVVCaPVCCC
iiiii

+






+−






 −+=   

Вираз (5.71) визначає тривалість процесу керування апаратом на i -му 

підінтервалі руху у вигляді функції вільних параметрів 
0i

a  і 
1i

a . Тому першу 

компоненту векторного критерія (5.70) також можна виключити із розгляду та 

звести багатокритерійну задачу до двокритерійної:   

( )
ii

IIaaI iii 41 ,),(
10
= . (5.72) 

Параметр 
0i

a  в неявній формі визначається з виразу (4.33). Вільний параметр 

1i
a  знаходимо з розв’язку задачі мінімізації векторного критерію (5.72), на 

компоненти якого покладені обмеження (5.66) та обмеження: 

ii m44 II0  , (5.73)  
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де 
imI4 − максимально припустима термінальна помилка за горизонтальною 

швидкістю польоту )( iX TV . 

Задачу мінімізації векторного критерію (5.72) за диференціальних зв’язках (5.1) 

та обмеженнях (5.66) і (5.73) за нелінійною схемою компромісів (5.11) зводимо до 

мінімізації скалярного критерію: 

ii

i

ii

i

4m4

m4

1m1

m1

II

I

II

I
J

−
+

−
= . (5.74) 

Диференціальні спектри змінних траєкторного руху БАЛА (3.58)-(3.63), що 

визначені за спектральною моделлю (3.21)-(3.44), дають змогу виразити часткові 

критерії 
i

I1
 і 

i
I4  у вигляді функцій довільних початкових умов і параметрів 

керування 
0i

a  і 
1i

a . Застосувавши властивості диференціальних перетворень до 

виразу (5.65), подамо критерій оцінки споживання енергії у наступному вигляді: 
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де 
=

=

−=
k

0

VkWkz




 )()()( - допоміжна функція. (5.76)  

Для визначення частинного критерія (5.75) необхідно знайти дискрети 

диференціального спектра допоміжної функції (5.76):  
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   21
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Нульова дискрета допоміжної функції (5.76) має вигляд: 

3

0)0()0()0( VVWz == . (5.77) 

Перша дискрета допоміжної функції (5.76) визначається із рівняння: 
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Друга дискрета допоміжної функції (5.76), визначається виразом: 
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Розглянемо критерій оцінки споживання енергії (5.75) на i -му підінтервалі  

тривалістю iT . Тоді в дискретах диференціального спектра допоміжної функції 

(5.76) масштабний коефіцієнт приймається таким, що дорівнює iT .  Підставляючи 

дискрети (5.77), (5.78) і (5.79) до виразу (5.75), отримаємо критерій оцінки спожитої 

енергії у вигляді: 
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Аналіз виразу (5.80) показує, що критерій оцінки спожитої енергії в значній 

мірі залежить від швидкості польоту 0V  і параметрів ii BA , . До останніх входять 

параметри керування 
0i

a  і 
1i

a . Рівняння для визначення параметра 
1i

a  отримаємо з 

необхідної умови мінімуму узагальненого критерію: 
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В області заданих обмежень (5.66) і (5.73) на частинні критерії умову (5.81) 

замінимо виразом: 
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, (5.82) 

де 
i1I  задається виразом (5.80), а 

i4I визначається з виразів (4.35) и (5.69). 

Диференціюючи вирази (5.80) та (4.35) за параметром керування 
1i

a , знайдемо 

похідні: 
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,  (5.83) 
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.  (5.84) 

Вираз (5.82) із врахуванням співвідношень (4.35), (5.80), (5.83), (5.84), є 

квадратним рівнянням відносно параметру керування 
1i

a . 

Для спрощення запису подамо частинні критерії (5.80) і (4.35) у вигляді: 
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Враховуючи введені позначення (5.85) - (5.90) умова (5.82) перетвориться в 

форму квадратного рівняння: 
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Із рівняння (5.91) знайдем в неявній формі параметр керування 
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Підкорений вираз в формулі (5.92) є додатним за умови: 
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Умова (5.93) виконується у випадку конфліктуючих частинних критеріїв, коли 

зменшення одного критерія призводить до збільшення другого. 

Вирази (5.71), (5.92) та (4.34) визначають алгоритм багатокритерійного 

керування процесом злетом та набором висоти БАЛА з мінімальними витратами 

енергії на виконання заданої місії. Переходячи до поточних значень змінних та 

замінюючи параметр керування 
0i

a  командним значенням кута відхилення вектору 

тяги ik , алгоритм багатокритерійного керування за мінімумом енергії на основі 

виразу (4.33) набуває наступного вигляду: 
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Час iT  i -го підінтервалу процесу керування рухом БАЛА на етапі зльоту та 

набору висоти визначається із виразу (4.34) наступним чином: 
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Значення параметра 
1i

a  обирається із умови найменшого мінімуму часу процесу 

керування, тобто з двох значень (5.92) обирається таке 
1i

a , якому відповідає менше 

значення часу iT  i -го підінтервалу руху. 

 

5.5.2. Дослідження ефективності багатокритерійного алгоритму   

 

Дослідження ефективності багатокритерійного алгоритму керування БАЛА на 

етапі зльоту з виведенням на задану висоту (5.94) проведено за тих самих умовах, 

що й оптимального термінального алгоритму (4.22). На рис. 5.5 наведено зміну 

параметрів траєкторного руху БАЛА за багатокритерійного керування процесом 

зльоту з виведенням на задану висоту, а у табл. 5.2 наведено порівняння результатів 

моделювання оптимальних траєкторій БАЛА для двох сценаріїв керування: 

термінальне керування з досягненням максимальної горизонтальної швидкості (п. 

4.3.2.2) та багатокритерійне керування (5.94) за мінімумом енергії з досягненням 

максимальної горизонтальної швидкості. 
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Рис. 5.5. Зміна параметрів траєкторного руху БАЛА за багатокритерійного 

керування під час зльоту та виведення на висоту м350=H   
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Таблиця 5.2 

Кінцеві значення параметрів тракторного руху БАЛА на етапі зльоту з підняттям на 

задану висоту  Н=350 м за термінального та багатокритерійного керування 

Параметр 
Керування 

Термінальне Багатокритерійне 

L,м 1 580,0 1 602,0 

V, м/с 32,8 33,1 

Vx, м/с 32,5 32,7 

Vy, м/с 5,0 5,0 

αº -2,3 -2,4 

  29,8 29,5 

Е, кВт*ч 2,75 2,6 

Т,с 75,5 76,1 

 

Встановлено, що порівняно з термінальним керуванням, застосування 

багатокритерійного керування потребує менших витрат енергії на виведення  БАЛА 

на задану висоту та дозволяє отримати, за наявності достатньої потужності двигунів, 

більшу горизонтальну швидкість за досягнення тієї самої заданої висоти.  

Зазначимо, що із збільшенням висоти виведення БАЛА стратегія керування у 

більший мірі впливає на співвідношення споживання енергії та часу піднімання. Для 

порівняння, у таблиці 5.3 наведено результати відомих досліджень [140-142,145] 

щодо оптимізації траєкторії виведення стратосферного БАЛА з початкової висоти 

кмH 5,18=  до кмH 22=  при керуванні за мінімумом часу (термінальне керування) та 

мінімумом енергії. 

Наведені дані показують значні відмінності між часом польоту та витратою 

енергії при застосуванні різних стратегій керування польотом. БАЛА може 

витратити у 10 разів більше енергії для досягнення заданої висоти, використовуючи 

при цьому у 10 разів менше часу або навпаки, спожити менше у 10 разів енергії, але 

витратити у 10 разів більше часу. Тому важливо використовувати відповідні 

стратегії керування польотом, які сорозмірні із заданими польотними цілями БАЛА.  
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Таблиця 5.3 

Порівняння стратегій керування стратосферним БАЛА  

Стратегія керування Час польоту, г Нормалізована енергія 

Мінімальний час 2,5 11,0 

Мінімальна енергія 23,2 1,0 

 

Проведений аналіз результатів досліджень багатокритерійного закону 

керування за мінімумом енергії з досягненням максимальної горизонтальної 

швидкості та термінального з досягненням максимальної горизонтальної швидкості, 

а також результати відомих досліджень [140-145] дають можливість зробити 

висновок, що зменшення кількості споживання енергії досягається зменшенням 

коефіцієнта зі зворотним зв’язком за розузгодженням висоти та вертикальної 

швидкості. Таким чином, зменшення споживання енергії при  наборі висоти БАЛА 

може бути досягнуто використанням багатокритерійного керування (5.94), який 

обмежує значення кута відхилення вектора тяги при русі апарату. Це дає змогу 

запропонувати комбінований алгоритм керування БАЛА при зльоті та виведенні на 

задану висоту, що складається з термінального алгоритму на етапі зльоту з 

досягненням висоти м2,15  та багатокритерійного алгоритму на етапі піднімання з 

висоти мН 2,15=  до заданої висоти мH 350= [281]. При цьому одержуємо додатній 

ефект від застосування комбінованого алгоритму: зниження витрат енергії на ~6%, 

збільшення горизонтальної швидкості на ~1% (табл. 5.2). 

 

5.6. Дослідження впливу вітрових збурень на якість процесів керування 

 

5.6.1 Виведення авіаційно-космічної системи на орбіту 

 

Для оцінки впливу вітрових збурювань на якість функціонування 

запропонованого комбінованого алгоритму при виведенні АКС «Оріль» на орбіту у 

роботі обрана модель струминного потоку в атмосфері, що здійснює найбільший 

вплив на витрату палива під час виведення АКС на орбіту. Поля вітрів в атмосфері 
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Землі враховано на основі даних розподілення за висотами компонент вітру [248]. 

Розглядалися варіанти попутньої та зустрічної горизонтальної складової вітру, а 

також висхідні та низхідні потоки вертикальної складової вітру. Для зручності 

викладання приймемо наступні позначення складових вітру: позначимо знак 

попутньої горизонтальної складової вітру та висхідної вертикальної складової вітру 

“+”, а знак зустрічної горизонтальної складової і низхідної вертикальної складової 

вітру “-“. Для позначення різних варіантів дії вітрових збурень приймемо кодування 

з одиниць, знак яких відповідає прийнятим вище позначенням знаків горизонтальної 

та вертикальної компонент вітру. Перша одиниця позначає знак горизонтальної 

складової вітру, а друга одиниця – вертикальної складової вітру. Наприклад, варіант 

дії вітрових збурень, позначений (-1,1), відповідає випадку зустрічного вітру за 

висхідного потоку, а варіант (1,-1) відповідає випадку попутного вітру за низхідного 

потоку.  

Результати дослідження впливу різних варіантів вітрових збурень на частинні 

критерії траєкторного руху АКС «Оріль» отримані шляхом моделювання  на ЕОМ 

процесу виведення на орбіту та наведено у таблиці 5.4, де подано нормовані 

значення (відносно відповідних значень параметрів руху в умовах відсутності вітру) 

частинних критеріїв. 

Таблиця 5.4 

Нормовані значення частинних критеріїв за комбінованого  

керування за різних варіантах дії вітрових збурень 

Частинний критерій 
Варіант вітрових збурень 

Без вітру (1,1) (1,-1) (-1,1) (-1,-1) 

Витрати палива 1.0 0.9987 0.9995 1.0020 1.0015 

Максимальний швидкісний напір 1.0 0.901 1.254 0.635 1.022 

Максимальна піднімальна сила 1.0 0.894 0.994 1.138 1.143 

Максимальний тепловий потік 1.0 0.874 1.309 0.524 1.006 

Час виведення 1.0 1.001 1.001 1.009 1.005 

 

Встановлено, що варіант дії вітрових збурювань «попутний+висхідний» (1,1) 

приводить до зменшення витрат палива на 0,13%, зниження максимальних значень 
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швидкісного напору на 9,9%, піднімальної сили на 10,6% та теплового потоку на 

12,6%. Алгоритм комбінованого керування в умовах дії цього варіанту вітру 

забезпечив виведення АКС у задані термінальні умови з високою точністю 

практично за той самий час, як й у випадку відсутності вітрових збурювань. 

Наведене у таблиці 5.5 порівняння нормованих частинних критеріїв за 

термінального та комбінованого керування та дії вітрових збурень за варіантом (1,1) 

показує, що позитивний ефект від застосування комбінованого керування (зниження 

аеродинамічних та теплових навантажень) зберігається й в умовах дії вітрових 

збурень. 

Таблиця 5.5 

Нормовані значення частинних критеріїв за термінального та багатокритерійного 

керування в умовах дії ветру за варіантом (1,1) 

Частинний критерій 
Керування 

Термінальне Багатокритерійне 

Витрати палива 1 1.01 

Максимальний швидкісний напір 1 0.82 

Максимальна піднімальна сила 1 0.96 

Тепловий потік 1 0.58 

 

Однак, для решти варіантів дії вітрових збурювань отримано погіршення тих чи 

інших частинних критеріїв. До найбільших витрат палива на процес виведення АКС 

«Оріль» на орбіту призвела дія вітрових збурювань за варіантом 

«зустрічний+висхідний». За цим варіантом дія вітрових збурювань призвела до 

збільшення на 0,2% витрат палива, збільшення часу виведення на орбіту на 0,9%. 

Але у той самий час  швидкісний напір знизився на 36%, а тепловий потік на 48%. 

Отже, виведення АКС на орбіту за комбінованим алгоритмом у випадку найгіршого 

варіанту дії вітрових збурювань «зустрічний+висхідний» за критерієм витрати 

палива дозволив досягти найменших аеродинамічних та теплових навантажень на 

конструкцію АКС. У цьому випадку реалізується властивість багатокритерійного 
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алгоритму, згідно якому покращення одного з частинних критеріїв компенсується 

погіршенням значень інших частинних критеріїв. 

До найменших витрат палива на процес виведення АКС на орбіту за 

комбінованим алгоритмом привела дія вітрових збурювань за варіантом 

«попутний+низхідний». У цьому випадку зменшення витрати палива склало  0,05%, 

максимальна піднімальна сила знизилася на 0,6%. У той самий час максимальний 

швидкісний напір збільшився на 25%,  а тепловий потік на 31%. Решта частинних 

критеріїв мали близькі значення.  

Дія вітрових збурювань за варіантом «зустрічний+низхідний» призвела до 

найбільшого значення максимуму піднімальної сили як при порівнянні з іншими 

варіантами дії вітру, так і у випадку відсутності вітру. Максимальне значення 

піднімальної сили у випадку дії вітру за цим варіантом збільшилось на 14% 

порівняно з випадком відсутності вітру, але на 30% нижче гранично-припустимого 

значення.  

Отримані результати дослідження комбінованого алгоритму керування в 

умовах дії різних варіантів вітрових збурювань показало працездатність алгоритму 

та можливість досягнення позитивного ефекту в частині зниження аеродинамічних 

та теплових навантажень під час проходження щільних шарів атмосфери. Додаткові 

витрати палива, що були викликані дією вітрових збурювань, не перевищували 

0,2%. У той самий час ці додаткові витрати палива компенсувалися додатковим 

зниженням максимального швидкісного напору на 36% та теплового потоку на 48%. 

Таким чином, у випадку керування за комбінованим алгоритмом до найбільших 

додаткових витрат палива (збільшення на 0,2%) призвів зустрічний вітер спільно з 

висхідним потоком. До найменших витрат палива (зниження на 0,05%) привела дія 

попутнього вітру спільно із низхідним потоком. Найбільше значення максимуму 

піднімальної сили було досягнуто в умовах дії зустрічного вітру спільно з низхідним 

потоком. При цьому, в усіх варіантах дії вітрових збурювань комбінований 

алгоритм забезпечив високоточне виведення АКС на орбіту за припустимих значень 

аеродинамічних та теплових навантажень на конструкцію АКС.  
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Проведені дослідження впливу вітрових збурень на якість процесу керування  

виведенням АКС «Оріль» на задану орбіту з синтезованими алгоритмами 

термінального, багатокритерійного та комбінованого алгоритмів з урахуванням 

багатоетапності процесу керування та порівняння з аналогічними відомими 

результатами [25] показали таку саму якісну картину впливу вітрових збурень на 

якість процесу виведення АКС на орбіту. Врахування багатоетапності процесу 

керування дозволило декілька уточнити кількісні показники щодо зміни витрат 

палива, максимальних значень швидкісного напору, піднімальної сили та теплового 

потоку. Отримані результати моделювання показали, що це уточнення знаходиться 

у межах 3-5% порівняно з відповідними алгоритмами, синтезованими без 

урахування багатоетапності процесу керування. 

  

5.6.2 Виведення аеростатичного літального апарату на задану висоту 

 

Зовнішні, у першу чергу вітрові, збурення істотно впливають на динаміку 

польоту аеростатичних апаратів [8,11,145]. З метою оцінки якості функціонування 

запропонованого комбінованого алгоритму керування при дії вітрових збурень 

виконано моделювання на ЕОМ дослідження траєкторії багатоетапного процесу 

зльоту з набором заданої висоти БАЛА.  

Урахування впливу вітру на динаміку польоту аеростатичного літального 

апарату може проводитися з використанням різних моделей вітрових збурень, у т.ч.  

- турбулентна модель вітру – враховуються ефекти турбулентності з 

використанням різних нелінійних і імовірнісних моделей; 

- градієнтна модель (порив) вітру – швидкість повітряного потоку лінійно 

змінюється у просторі в межах об'єму аеростатичного апарату; 

- зсув вітру - зміна швидкості та напрямку вітру у просторі, включаючи 

висхідні та низхідні потоки повітря. 

Одним із розрахункових випадків при розгляданні задач динаміки польоту 

дирижабля, оцінки його характеристик стійкості та керованості, а також якості 
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керування та безпеки польоту є вплив градієнтного пориву вітру. Математична 

модель градієнтного пориву вітру використовує стандартну форму «1-cosine» [8]: 
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де mV  - амплітуда пориву, vindV  - результуюча швидкість вітру в зв'язаній системі 

координат, ttt m ,,0  - час початку дії пориву, час наростання пориву та поточний час 

відповідно. 

Вплив вітрових збурень на термінальні похибки руху БАЛА з використанням 

комбінованого алгоритму керування розглянемо на прикладі режиму зльоту з 

розбігом до 10 м/с із наступним набором висоти до значення мH 350=  і градієнтним 

поривом вітру 3 м/с. Розглядалися варіанти попутного та зустрічного 

горизонтального пориву вітру, а також висхідні та низхідні пориви вітру. Для 

зручності викладання приймемо ті самі позначення складових вітру, що прийняти 

для дослідження процесу виведення АКС на орбіту, а саме позначимо знак 

попутньої горизонтальної складової пориву вітру і висхідного пориву вітру “+”, а 

знак зустрічної горизонтальної складової пориву вітру та низхідного пориву “-“. Для 

позначення різних варіантів дії поривів вітру приймемо кодування з одиниць, знак 

яких відповідає прийнятим вище позначенням знаків горизонтальної та 

вертикальної компонент поривів вітру, і нуля, що означає відсутність відповідної 

компоненти вітру. Перша одиниця або нуль позначають знак горизонтального 

пориву вітру або його відсутність відповідно, а друга одиниця або нуль – 

вертикальну компоненту пориву вітру або його відсутність відповідно. Наприклад, 

варіант моделювання позначений (1,0) відповідає випадку попутнього пориву вітру 

за відсутності вертикального пориву, а варіант (0,-1) відповідає випадку низхідного 

вертикального пориву за відсутності горизонтального пориву. Варіанти одночасної 

дії горизонтального та вертикального поривів вітру в даній роботі не розглядаються.  

Результати дослідження для різних варіантів дії вітру подано наступними 

графіками: для варіанту (-1,0) - на рис. 5.6, варіанту (1,0) -на рис. 5.7, варіанту (0,1) – 
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на рис. 5.8, варіанту (0,-1) – на рис. 5.9. Порівняння  значень параметрів руху БАЛА  

наприкінці виходу на задану висоту для різних варіантів дії вітру надано у таблицях 

5.6 та 5.7. 
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Рис. 5.6 Зміни параметрів руху БАЛА при зльоті та виведенні на задану висоту 

мH 350=  в умовах дії зустрічного вітру 
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Рис. 5.7. Зміна параметрів руху БАЛА при зльоті та виведенні на задану висоту 

мH 350=  в умовах дії попутнього вітру 
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Рис. 5.8. Зміна параметрів руху БАЛА при зльоті та виведенні на задану  

висоту мH 350= в умовах дії висхідного пориву вітру 
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Рис. 5.9. Зміна параметрів руху БАЛА при зльоті та виведенні на задану висоту  

мH 350=  в умовах дії низхідного пориву вітру 

 

Аналіз отриманих даних дослідження комбінованого керування в умовах дії 

вітрових збурень показав наступне. Як за відсутності вітру, так й при дії всіх 

варіантів вітру апарат практично одразу виходив на максимальну припустиму 

вертикальну швидкість набору висоти.  При цьому, час виведення БАЛА на задану 

висоту практично однаковий як за відсутності вітрових збурень так й при дії вітру за 

різними варіантами, а дистанція від початку руху до моменту набору заданої висоти 

 відрізняється не більш ніж на ~4%. До найбільших витрат енергії на 

процес зльоту БАЛА з виведенням на задану висоту призводить дія вітрових 

збурень за варіантами (-1,0) та (0,-1). Порівняння результатів моделювання цих 

варіантів з результатами за відсутності вітрових збурень дозволяє зробити висновок, 

що дія вітрових збурень за цими варіантами призводить до збільшення витрат 

мH 350=
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енергії на ~16%  та горизонтальної швидкості на ~5%. При варіанті вітру (-1,0) 

збільшення відхилення вектору тяги незначне (~3%), у той самий час дія вітру (0,-1) 

призводить до необхідності збільшення відхилення вектору тяги на ~20%.  
 

Таблиця 5.6 

Кінцеві значення параметрів тракторного руху БАЛА на етапі зльоту з виведенням 

на задану висоту  мH 350=  за комбінованого керування  

та дії різних варіантів вітру 

Параметр 
Варіант дії вітру 

(0,0) (-1,0) (1,0) (0,1) (0,-1) 

L,м  1 602,0 1 667,8 1 537,6  1 598,0 1 610,1 

V, м/с 33,1 34,7 31,4 33,0 34,6 

Vx, м/с 32,7 34,3 31,0 32,6 34,2 

Vу, м/с 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 

  -2,4 -2,3 -2,4 -2,4 -3,3 

  29,5 30,4 28,6 29,3 35,5 

Е, кВт*ч 2,60 3,02 2,25 2,52 3,04 

Т,с 76,12 76,14 76,12 76,09 77,01 

 

Таблиця 5.7 

Нормовані кінцеві значення параметрів тракторного руху БАЛА на етапі зльоту з 

виведенням на задану висоту мH 350= за комбінованого керування та дії різних 

варіантів вітру 

Параметр 
Варіант дії вітру 

(0,0) (-1,0) (1,0) (0,1) (0,-1) 

L,м 1 1,041 0,960  0,998 1,005 

V, м/с 1 1,048 0,949 0,997 1,045 

Vx, м/с 1 1,049 0,948 0,997 1,046 

Vу, м/с 1 5,0 5,0 5,0 5,0 

  1 0,96 1 1 1,375 

  1 1,031 0,969 0,993 1.203 

Е, кВт*ч 1 1,162 0,865 0,969 1.169 

Т,с 1 1,001 1 0,999 1,012 
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Найменші витрати енергії спостерігаються за попутнього вітру (на ~13% менше 

ніж за відсутності вітру). При цьому досягається й менша горизонтальна швидкість 

(на ~3%). Вплив вертикальних вітрових збурень за варіантом (0,1) порівняно з 

відсутністю вітру незначний (зменшення енергії на ~3% та горизонтальної 

швидкості на ~0,3%), що пояснюється швидким виходом на максимально 

припустиму швидкопідйомність апарату (обмеження з роботи газових та повітряних 

клапанів). Але при цьому може виникнути надмірна піднімальна сила, що, у цілях 

безпеки польоту, може призвести до необхідності її зменшення за рахунок випуску 

несучого газу або зменшення кута повороту вектора тяги. Це потребує окремих 

досліджень з урахуванням динаміки роботи газових та повітряних клапанів й у даній 

роботі не розглядається. 

У результаті дослідження процесу зльоту БАЛА з виведенням на задану висоту 

встановлено, що вітрові збурення не завжди приводять до погіршення критеріїв 

оцінки якості процесу комбінованого керування. Попутній горизонтальний вітер 

найбільше зменшує витрати енергії та незначно зменшує горизонтальну швидкість. 

До найбільш додаткових витрат енергії (на ~16%) призводить зустрічний 

горизонтальний вітер та низхідний порив вітру.  

У всіх варіантах дії вітрових збурень комбінований алгоритм забезпечує 

виведення БАЛА на задану висоту за припустимих витрат енергії. 

 

5.7. Застосування зміщених диференціальних перетворень до 

багатокритерійної оптимізації багатоетапних процесів керування 

 

Покажемо можливість застосування зміщених диференціальних перетворень до 

розв’язання задачі багатокритерійної оптимізації багатоетапних процесів керування 

БЛА, якій відповідає математична модель (5.1)-(5.5). Цю задачу розв’язатимемо у 

тій самій послідовності, що й при застосуванні прямих диференціальних 

перетворень (п.5.3). 
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Перший етапі синтезу, на якому визначають вектор керування ),( ii Atu  в класі 

аналітичних функцій з вектором вільних параметрів ( )
iiii aaaA ,...,,

21
=  , здійснюється 

відповідно до виразів (4.46)-(4.53). Далі, застосувавши ЗДТП (1.11) та (1.12) до 

виразу (5.3) отримаємо частинні критерії у вигляді [282]: 
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 (5.96) 

Підставлення (5.96) до виразу скалярної згортки частинних критеріїв (5.11) і 

замінюючи зміщені диференціальні перетворення (1.11) і (1.12) дає скалярну 

функцію вигляду: 
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Задачу оптимізації функції (5.97) з урахуванням рівностей (4.52) і (4.53) 

розв’язуємо методом множників Лагранжу. Попередньо введемо векторну функцію  

),...,,( 21 n= , яка визначається виразом (4.53): 
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Функція (5.97) та умови (5.98), (4.52) об’єднуються множниками Лагранжу 

),...,,(
21 nxxxx  =

 
і ),...,,(

21 qssss  =  у нову функцію: 
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Необхідні умови екстремуму функції (5.99) складають систему скінчених 

рівнянь для визначення векторів sxi i
xA  ,,,  і граничного значення часу T за будь-

якого початкового стану 
0

0 )( ii xtx = : 
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Якщо достатні умови мінімуму чи максимуму функції (5.97) виконуються, то 

неперервне розв'язання системи скінчених рівнянь (5.100) у реальному часі дає 

змогу знайти вектор iA  у вигляді )](,[ txTA iii , де довільний початковий стан )( 0txi   

прийнято таким, що дорівнює поточному стану )(txi . Підставлення розв'язків 

),( iii xTA  системи скінчених рівнянь (5.100) в обрану аналітичну структуру 

системоаналогового адаптивного керування )],(,[ iiii xTAtu  і )],(,[ iiii xTAtu  визначає 

оптимальне керування із зворотним зв’язком на i -му підінтервалі, яке здатне 

адаптуватися до дії вектору збурень. 

Основна перевага використання зміщених диференціальних перетворень, 

порівняно із застосуванням основних диференціальних перетворень, полягає у 

підвищенні точності обчислень оптимального керування динамічним об'єктом та 

зменшенні оцінки верхньої межі похибки в 2q раз, де q – кількість врахованих 

дискрет зміщених диференціальних спектрів [164]. При цьому, ця перевага   

збільшуються під час розв’язання задачі синтезу замкнених законів оптимального 

керування на значних часових інтервалах. Основним обмеженням застосування 

зміщених диференціальних перетворень до розв’язання задачі багатокритерійного 

синтезу законів багатоетапного оптимального керування, у тому числі й порівняно з 

багатоетапним методом диференціальних перетворень, є  ускладнення отримання 

системи спектральних моделей задачі та, як результат, збільшення кількості 

невідомих в системі скінчених нелінійних рівнянь для визначення параметрів 

керування.  
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Висновки до розділу 5 

 

1. Сформульовано постановку задачі багатокритерійної оптимізації багатоетапних 

динамічних процесів. 

2. На основі порівняльного аналізу багатокритерійних моделей оптимізації 

динамічних процесів обґрунтований вибір моделі оптимізації для розв’язання 

задачі синтезу алгоритмів багатоетапного керування процесом виведення БЛА в 

задані термінальні умови у вигляді скалярної згортки частинних критеріїв за 

нелінійною схемою компромісів. Вибрана модель враховує обмеження на 

часткові критерії якості, забезпечує адаптацію щодо змін параметрів моделі та, у 

разі опуклості часткових критеріїв якості забезпечує унімодальність скалярної 

згортки, що значно спрощує  оптимізацію багатоетапних процесів. 

3. Уперше на базі удосконаленого дискретно-аналітичного відображення 

траєкторного руху ЛА та модифікованого методу диференціальних перетворень, 

з використанням нелінійної схеми компромісів розроблено численно-

аналітичний метод багатокритерійної оптимізації для розв’язання нелінійних 

задач синтезу оптимального багатоетапного керування рухом літальних 

апаратів. Запропонований підхід  дає можливість спростити процес 

знаходження розв’язку нелінійної задачі оптимізації та звести проблему 

векторної оптимізації до розв’язання скінченої системи нелінійних рівнянь 

відносно параметрів керування.  

4. Синтезовано алгоритм багатокритерійного керування багатоетапним процесом 

виведення АКС «Оріль» на орбіту, що забезпечує компромісний розв’язок між 

термінальними помилками виведення та тепловими навантаженнями на 

поверхні АКС. 

5. Моделюванням на ЕОМ обґрунтовано працездатність, ефективність та 

адаптивність запропонованого комбінованого алгоритму, складеного з 

синтезованих модифікованим методом диференціальних перетворень 

алгоритмів термінального та багатокритерійного керування виведенням АКС 

«Оріль» на орбіту. Показано, що комбінований алгоритм, порівняно з 
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термінальним, забезпечує зниження теплового потоку на 43%, швидкісного 

напору на 19%, максимальної піднімальної сили на 3% та забезпечує таку саму 

точність виведення в задані кінцеві умови практично за той самий час, 

витрачаючи, при цьому, більше палива усього на 0,12 %.  

6. Синтезовано алгоритм багатокритерійного керування багатоетапним процесом 

зльоту БАЛА з виведенням на задану висоту, що забезпечує компромісний 

розв’язок між термінальними помилками виведення та енергетичними 

витратами на підняття апарату на задану висоту. 

7. Моделюванням на ЕОМ обґрунтовано працездатність, ефективність та 

адаптивність комбінованого алгоритму, складеного з алгоритмів 

багатокритерійного та термінального керування процесом зльоту БАЛА з 

підніманням на задану висоту. Встановлено, що комбінований алгоритм, 

порівняно з термінальним, забезпечує зниження витрат енергії на піднімання 

апарату на висоту 350 м на 6% та дозволяє отримати більшу горизонтальну 

швидкість наприкінці процесу піднімання. Зниження витрат енергії  

збільшується із збільшенням висоти піднімання.  

8. Дослідження процесів виведення БЛА в задані термінальні умови при дії різних 

варіантів вітрових збурень показало, що комбіновані алгоритми забезпечують 

виведення з припустимою точністю: 

- АКС «Оріль» на задану орбіту за припустимих значень аеродинамічних 

та теплових навантажень на конструкцію апарату; 

- БАЛА на задану висоту за припустимих витратах енергії з досягненням 

максимальної горизонтальної швидкості.  

9. Встановлено, що застосування зміщених ДТ-перетворень до багатокритерійного 

синтезу алгоритмів багатоетапного керування рухом літальних апаратів 

дозволяє підвищити точність моделювання динамічного процесу за обмеженої 

кількості дискет диференціального спектру. Однак, у той самий час, значно 

ускладняється система спектральних моделей і, як результат, збільшується 

кількість невідомих в системі скінчених нелінійних рівнянь для визначення 

параметрів керування. 
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РОЗДІЛ 6 

ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ РУХОМ ЛІТАЛЬНИХ АПАРАТІВ ЗА  

НАЯВНОСТІ ЗБУРЕНЬ НА ОСНОВІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНО-ІГРОВОГО 

ПІДХОДУ ТА ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ  

 

6.1. Переваги застосування диференціально-ігрових моделей  

 

Синтез алгоритмів оптимального багатоетапного керування траєкторним рухом 

ЛА на етапі їх виведення у задані термінальні умови при наявності збурень є 

складною проблемою. При цьому, як правило, відсутня апріорна інформація щодо 

компонент зовнішніх збурень. Водночас, високі вимоги до термінальних параметрів 

потребують врахування впливу збурень на досягнення цілей керування. 

Одним із способів розкриття невизначеності, пов’язаної з непередбаченою дією 

зовнішніх збурень і зміною параметрів траєкторного багатоетапного руху ЛА при 

виведенні у задані термінальні умови, є, як зазначено у розділі 1, застосування  

гарантовано-адаптивного підходу до синтезу алгоритмів керування. Цей підхід, на 

відміну від стандартних методів адаптивного керування, ґрунтується на  

використанні методів теорії диференціальної гри. Розкриття невизначеності 

базується на  використанні принципу максимального гарантованого результату [151-

156] за найбільш несприятливих умов, які можуть мати місце при впливі збурень та 

яким приписується цілеспрямована поведінка протидіючого гравця.   

Сумісне використання методів теорії диференціальних ігор та математичного 

апарату диференціальних перетворень дає змогу значно спростити розв’язання 

нелінійної задачі оптимального керування рухом ЛА при впливі невизначених 

збурень. Ефективність та переваги даного підходу до синтезу алгоритмів 

оптимального керування траєкторним рухом ЛА при дії невизначених збурень із 

застосуванням диференціально-ігрових моделей та модифікованого методу 

диференціальних перетворень обумовлені низкою обставин: 

- диференціально-ігрові моделі відкривають можливості дослідження  

оптимального багатоетапного руху ЛА при дії невизначених збурень, адекватно 
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відображають антагонізм інтересів учасників гри. Ігровий підхід гарантує 

досягнення термінальних умов динамічного процесу за будь-яких припустимих 

реалізаціях вектору збурень, тому що синтез алгоритмів оптимального керування 

орієнтовано на найбільш несприятливі умови дії збурень; 

- застосування операційного модифікованого методу диференціальних 

перетворень дає змогу розв’язувати складні диференціально-ігрові задачі в 

області зображень з відсутнім неперервним аргументом і зводити їх до більш 

простих, які легко розв’язуються відомими методами. При цьому, на відміну від 

інших операційних методів, область застосування модифікованого методу 

диференціальних перетворень розповсюджується й на нелінійні диференціальні 

рівняння; 

- з’являється можливість отримання розв’язку задачі диференціальної гри в 

аналітичному, чисельно-аналітичному та числовому вигляді за відсутності 

методичної похибки методу. Відсутність методичної похибки забезпечує 

достовірність методів та адекватність диференціально-ігрової моделі реальним 

процесам. 

Синтез гарантовано-адаптивних алгоритмів оптимального багатоетапного 

керування ЛА при дії невизначених збурень методами теорії диференціальної гри та 

математичного апарату диференціальних перетворень ґрунтується на наявності 

диференціально-ігрової моделі динамічного процесу, що містить: систему 

нелінійних диференціальних рівнянь траєкторного руху ЛА; цілі гравців у вигляді 

функціоналів, що визначені на розв’язках системи диференціальних рівнянь руху; 

область припустимих керувань гравців у вигляді класу функцій, на які покладені 

обмеження; область припустимих змін параметрів руху, на які покладені 

обмеження; інформацію, що доступна гравцям - початкові та термінальні умови 

процесу керування; умови спряження попередніх та наступних підінтервалів, з яких 

складається багатоетапний процес керування. 
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6.2.  Диференціально-ігрова модель процесу багатоетапного керування  

 

Математична модель оптимального процесу багатоетапного керування 

траєкторним рухом ЛА на −i  му підінтервалі  виведення у задані термінальні умови 

містить опис руху апарата у вигляді векторного нелінійного диференціального 

рівняння: 

),,,,(),,,( iiiNiiiiL
i uxtfuxtf

dt

dx
i

 +=   ,,1,)( 0

1 rixtx iii ==−    (6.1) 

де ntxx ii −= )( - вимірний вектор стану; mtuu ii −= )( -вимірний вектор  керування  

(стратегія першого гравця), nm   ; )(tii  = - l -вимірний вектор невизначених 

збурень (протидіюча стратегія другого гравця); ),,,( iiiL uxtf
i

 , ),,,( iiiN uxtf
i

  − 

неперервні та неперервно диференційовані за сукупністю змінних iii uxt ,,,   вектор-

функції, які є відповідно лінійною та нелінійною складовою узагальненої сили;  

],[ 1 ttt i−  - час процесу керування на −i  му підінтервалі виведення; ],[ 0 Tt  - відрізок, на 

якому розглядається процес керування, граничне значення часу 𝑇 якого не 

фіксоване. 

Задача оптимального термінального керування полягає у визначені на кожному 

підінтервалі вектора оптимального програмного керування )(* tui  та фазової 

траєкторії )(* txi , які за заданими диференціальними зв’язками (6.1) забезпечують 

оптимальне багатоетапне переведення ЛА з початкового стану 
0

101 )( xtx =  в кінцевий 

(термінальний) стан )(Txr , визначений у момент часу Tt =  q -мірним ( nq  ) 

векторним рівнянням: 

  0)(, =TxTS r
. (6.2) 

та забезпечують мінімізацію функціоналу: 

   
=

−

+=
r

i

t

t

iiiir

i

i

dtuxtTxTGI
1

1

,),,,()(,   (6.3) 

де задані функції G  та i  мають неперервні частинні похідні за .,, iii ux   Вважаємо, 

що обмеження на вектори стану та керування враховуються під час обрання вигляду 
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функціоналу (6.3). Спряження кінцевих умов попередніх та початкових умов 

наступних підінтервалів процесу керування задається у формі заданих крайових 

умов: 

  ,0;),(;),( 0
1

0
1

=
++ iiiiiiii TuTuxTx  .,1 ri =  (6.4) 

Розглянемо задачу термінального керування (6.1)-(6.4) як математичну модель 

диференціальної гри двох гравців з протилежними інтересами. Рух ЛА, що 

описується диференціальним рівнянням (6.1), залежить від стратегії керування 

першого гравця )(tui  та від вибору другим гравцем вектору збурень (стратегії) ).(ti  

Задача першого гравця полягає у такому переведенні об’єкту керування (6.1) з 

початкового стану  0
1)( iii xtx =−  в термінальний стан (6.2), який доставляє мінімум 

(максимум) функціоналу (6.3) за умови максимізації (мінімізації) його під час 

обрання вектору збурень )(ti  другим гравцем. Функції )(tui , )(ti  називаються 

програмними стратегіями гравців. Вважаємо, що обмеження на стратегії гравців 

враховано при обранні вигляду функціоналу (6.3).  

Пара стратегій гравців *
iu  і *

i  називається оптимальною, якщо має місце 

співвідношення (сідлова точка) [151, 283]: 

),(),(),( ****

iiiiii uIuIuI   . (6.5) 

Диференціальна гра, у якій існує сідлова точка (6.5), володіє властивістю, що 

будь-яке відхилення від оптимального керування одним гравцем призводить до 

зниження його виграшу за умови обрання оптимального керування другим гравцем.  

Необхідні умови оптимальності стратегій *
iu  і *

i  мають вигляд: 

0,0 =



=





ii

I

u

I


,  (6.6) 

,0,0
2

2

2

2











ii

I

u

I


 (6.7) 

Співвідношення (6.6) і (6.7), в якому має місце сувора нерівність, є достатніми 

умовами оптимальності. У подальшому будемо розглядати тільки такі математичні 

моделі (6.1)-(6.4), які задовольняють достатнім умовам оптимальності (6.6), (6.7). 
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Стратегії гравців *
iu  і *

i , що задовольняють достатнім умовам, забезпечують 

існування сідлової точки (6.5) диференціальної гри (6.1)−(6.4).  

З виразу (6.5) видно, що довільний закон зміни вектору збурень, відмінний від 

оптимального *

i , не погіршує якість процесу керування об’єктом, яке досягається за 

оптимального керування *
iu . Тому керування *

iu  гарантує якість процесу керування 

не гірше оцінки ),( **

iiu   в умовах дії довільних обмежених збурень. Враховуючи, що 

керування *
iu  забезпечує отримання гарантованої оцінки якості процесу керування 

та адаптивність до конкретного вигляду дії збурень, то таке керування *
iu  є 

гарантовано-адаптивним [157, 158]. 

Моделювання процесу багатоетапного керування БЛА в формі диференціальної 

гри знімає невизначеність, що викликана дією збурень. Зазначимо, що розкриття 

невизначеності досягається ціною ускладнення математичної моделі і процесу 

синтезу алгоритмів керування, в результаті чого, крім оптимального керування *
iu , 

необхідно визначити закон зміни вектора збурень *

i , що описує максимальну 

протидію цілям термінального керування.  

Синтез алгоритмів оптимального керування багатоетапним рухом БЛА з 

використанням диференціально-ігрової моделі (6.1)−(6.7) являє собою складну 

задачу. Відомі дослідження [151,156,283-286] з використання методів теорії 

диференціальних ігор для керування ЛА в умовах дії невизначених збурень 

базуються, звичайно, на отриманні чисельних результатів шляхом інтегрування 

вихідних диференціальних рівнянь руху. Це не дозволяє отримати аналітичні 

розв’язки задачі та ускладнює розв’язання у реальному часі. Аналітичні розв’язки 

диференціальних ігор отримано, в основному, для випадку опису траєкторного руху 

ЛА лінійними диференціальними рівняннями та обранням критерію у вигляді 

квадратичного функціоналу [151,154-156].  

Нижче пропонується чисельно-аналітичний метод побудови оптимальних 

програмних стратегій та синтезу ігрових алгоритмів термінального керування БЛА в 

умовах максимальної протидії збурюванням, що не потребує для своєї реалізації 
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чисельного інтегрування нелінійних диференціальних рівнянь та зберігає 

потенційну можливість отримання точного розв’язку диференціальної гри.  Метод 

базується на модифікованому методі диференціальних перетворень функцій та 

рівнянь, враховує багатоетапність термінального керування та спрощує переведення 

вихідної нелінійної математичної моделі в область зображень за рахунок 

апроксимації нелінійних складових диференціальних рівнянь руху поліномами 

Адоміана.  

 

6.3. Метод побудови оптимальних програмних стратегій 

 

Розглянемо задачу побудови оптимальних програмних стратегій термінального 

керування БЛА в умовах максимальної протидії збурюванням. Вважаємо, що усі  

функції часу, які описують процес багатоетапного керування БЛА на i -му 

підінтервалі виведення, є аналітичними. Вектори оптимального програмного 

керування )(* tui  і протидіючого збурення )(* ti , що задовольняють умовам (6.6) і 

(6.7), визначимо в класі аналітичних функцій ),( ii Atu  і ),( ii Bt , де ),...,( iN2i1ii aaaA =  і 

),...,( iM2i1ii bbbB =  − вектори вільних параметрів керувань. Оберемо масштабну сталу 

iTh =  та покладемо 0t0 = . Диференціальне рівняння (6.1) на основі перетворень (2.6) 

в області зображень подається в формі наступної спектральної моделі: 

)]},(),,(),,,(,[

)],(),,(),,,(,[{
1

),,,1( 0

iiiiiiiN

iiiiiiiL
i

iii

BkVAkUBAkXtf

BkVAkUBAkXtf
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T
XBAkX

i

i

+
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+
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.,1;)0(;)0( 0
0
11

0 rixXXXX ii ====  

У виразі (6.8) диференціальне зображення нелінійної складової 

)],(),,(),,,(,[ iiiiiiiN BkVAkUBAkXtf
i

 визначається з використанням поліномів Адоміана за 

допомогою  співвідношень (2.21’) або  (2.22’) залежно від структури нелінійної 

складової рівняння (6.1). Спектральна модель (6.8) є рекурентним виразом, що дає 

змогу визначити диференціальний спектр ),,,( 0

iiii XBAkX  функції ),,( iii BAtx  за 

диференціальними спектрами векторів керування ),( iAkU  та ).,( iBkV  
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Застосувавши ДП (2.6) до функцій ),( ii Atu  та ),( ii Bt  отримаємо їх 

диференціальні спектри:  
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1 ),(

!
),(),(

=

−













 +
==

k
iii

kk
i

iiii
dt

Atud

k

T
AkUAu .  (6.9) 

0

1 ),(

!
),(),(

=

−







 +
==






k

iii

kk

i
iiii

dt

Btd

k

T
BkVBv . (6.10) 

Врахуємо, що згідно властивостей диференціальних перетворень, алгебраїчна 

сума усіх компонентів (дискрет) диференціального спектра довільної аналітичної 

функції в точці tt =  дорівнює нульовій дискреті диференціального спектра функції 

в точці htt +=+  1  або значенню оригіналу функції у тій самій точці. Тоді вектор 

кінцевого стану ),,( iiii BATx  наприкінці кожного підінтервалу керування визначається 

сумою усіх компонент (дискрет) диференціального спектра ),,,( 0

iiii XBAkX : 




=

=
0

00 ),,,(),,,(
k

iiiiiiiii XBAkXxBATx . (6.11) 

Рівняння кінцевого стану (6.2) з урахуванням виразу для спряження кінцевих 

попередніх та початкових наступних ділянок процесу керування (6.4), а також 

виразу для вектору стану наприкінці кожної ділянки (6.11) перетворюється до 

вигляду: 

  0),,...,,,..., 011 =xBBAATS rr
. (6.12) 

Для i-го підінтервалу маємо наступне рівняння кінцевого стану: 

  0),,, 0 =iiiii xBATS  (6.12’) 

Дана термінальна умова у неявній формі визначає на кожному підінтервалі  q-

компонент векторів вільних параметрів iA  і iB  у вигляді функцій від iT  та .0

ix  Час iT  

та решту компонент (M+N-q) векторів вільних параметрів визначимо з умов (6.6) та 

(6.7) стаціонарності функціоналу (6.3). Диференціальні перетворення (2.6) 

функціоналу (6.3) подають його у вигляді функції часу 𝑇, векторів невизначених 

параметрів BA,  та початкових умов 0x : 



272 

  

 

 



== +
+

+=

0

0

1

011011

1

),(),,(),,,,(,

),,...,,,...,,(,),,...,,...,,(

k

iiiiiiiiii
r

i

i

rrTrr

k

BkVAkUXBAkXtФ
T

XBBAATXTGXBBAATI

.

 

(6.13) 

Умови стаціонарності (6.6) та (6.7) функції (6.13) задають систему рівнянь для 

визначення кінцевого часу T і решти компонент векторів iA  і iB : 

,0
),,...,,...,,( 011 =





T

XBBAATI rr  (6.14) 

,1,1,0
),,...,,,...,,( 011 Njqri

a

XBBAATI

ij

rr +=



 (6.15) 

.1,0
),,...,,,...,,( 011 Ml

b

XBBAATI

il

rr =



 (6.16) 

Розв’язання нелінійних рівнянь (6.12), (6.14)-(6.16), у випадку їх сумісності, дає 

змогу знайти для кожної ділянки процесу керування момент часу iT  та всі 

компоненти довільних параметрів iA  і iB   програмних стратегій обох гравців. Після 

цього перевіряються достатні умови (6.6) та (6.7) оптимальності стратегій гравців 

),( ii Atu  та ),( ii Bt  за умови суворої нерівності у виразі (6.7). Коли система рівнянь 

(6.12), (6.14)-(6.16) несумісна, то диференціальна гра (6.1)-(6.7) немає розв’язку за 

обраного виду функцій ),( ii Atu  та ),( ii Bt . У цьому випадку необхідно змінити вигляд 

функції керування з довільними параметрами або розширити розмірність векторів 

довільних параметрів. 

Основна перевага запропонованого підходу до побудови оптимальних 

програмних стратегій багатоетапного керування траєкторним рухом  БЛА полягає у 

виключенні необхідності інтегрування диференціальних рівнянь (6.1), заміняючи цю 

трудомістку у обчислювальному відношенні операцію обчисленням дискрет 

диференціального спектра за рекурентним виразом (6.8). Це дає змогу розв’язувати 

задачу синтезу програмних стратегій гравців без використання функції часу. Крім 

цього, метод припускає аналітичні перетворення, які дають змогу істотно скоротити 

обсяг обчислень для отримання розв’язку в чисельному вигляді, та дає змогу 

проводити неперервні обчислення програмних стратегій гравців у реальному 

масштабі часу та отримати керування зі зворотним зв’язком, що враховує вплив 
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різних збурень. Похибки, що виникають через обмеження кількості врахованих 

дискрет диференціальних спектрів і розмірності векторів вільних параметрів, 

можуть бути зведені до необхідного рівня під час уточнення розв’язку, наприклад,  

градієнтним методом.  

Метод також дає потенційну можливість отримати точний розв’язок 

диференціальної гри (6.1)-(6.7) за умови точного відображення всіх функцій часу, 

які описують процес багатоетапного термінального керування, скінченим 

диференціальним спектром, враховуючи те, що диференціальні перетворення (2.6) є 

точним операційним методом [175-177].   

 

6.4. Програмний алгоритм керування аеростатичним літальним апаратом 

за максимальній протидії збуренням 

  

Розглянемо задачу термінального багатоетапного керування процесом 

виведення БАЛА у задані термінальні умови за дії невизначених збурень в формі 

математичної моделі диференціальної гри. За вихідну математичну модель 

траєкторного руху приймемо спрощену модель. Вважаємо, що БАЛА знаходиться 

під дію аеростатичної піднімальної сили, сумарної сталої сили тяги та сили ваги. 

Аеродинамічну піднімальну силу, враховуючи те, що вона значно менша за 

аеростатичну силу, не враховуємо. Силу лобового опору, у першому наближенні, 

для ілюстрації ігрового підходу до розв’язку даної задачі, не враховуємо. Сумарна 

сила тяги =


gmnP i   складається з n   двигунів однакової тяги; n - 

тягоозброєність апарату, im  - маса апарата на i -му підінтервалі траєкторії, g  − 

гравітаційне прискорення. Розглянемо плаский рух БАЛА в інерційній системі 

координат OXY . Компоненти швидкості позначимо через XV  та YV . Як керуючу 

функцію )(ti  оберемо кут напрямку сумарної тяги з віссю ОX . У якості  

невизначених збурень розглядатимемо вплив варіації рівня тяги одного з n   

двигунів до його повної відмови. Зміну рівня тяги одного з двигунів поставимо в 
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залежність від функції збурення )(1 2 ti− , де 
H

i
P

tP
t

)(
)( 1= , )(1 tP  − тяга одного двигуна; 

HP   − номінальна тяга одного двигуна. За прийнятих припущень траєкторний рух 

БАЛА на i -му підінтервалі описується наступною математичною моделлю 

диференціальної гри [287]: 

iXi VL = ,                                            ,0)0( =iL  (6.17) 

( ) iiiX nV
i

 cos1 2

1
+−= ,                      ,0)0( =

iXV  (6.18) 

iYi VH = ,                                            ,0)0( =iH  (6.19) 

( ) gnV iiiiiYi 32

~
sin1 2  −++−= ,         ,0)0( =

iYV  (6.20) 

де 
+

= g
mm xi

i
1

1
, 

+
= g

mm yi
i

1
2

, 
yi

i
i

mm

m

+
=

3
, yx mm , - приєднанні маси апарату 

вздовж осей OYOX , - відповідно; U
mm yi

i 
+

=
1

 − відносна аеростатична піднімальна 

сила;  U - об’єм корпусу апарата; гnгn  ,;−=  - питома вага повітря та несучого 

газу відповідно; )(tii  =  − програмна стратегія першого гравця, )(tii  = − програмна 

стратегія другого гравця.    

Задача термінального керування полягає у переведенні БАЛА із заданих 

початкових умов в площині OXY  на траєкторію, паралельну осі ОX  та розташовану 

на заданій висоті 
iTH  від неї з максимізацією горизонтальної швидкості наприкінці 

кожного підінтервалу виведення.  

Як програмну стратегію перший гравець обирає керування )(ti  БАЛА з умови 

досягнення в момент часу iT  максимального значення критерію: 

constTVI iiXi
iT

=−= 0,
2

2



 (6.21) 

та заданих граничних умов: 

i
Ti HTH =)( , (6.22) 

iTYiY VTV =)( . (6.23) 
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Стратегія другого гравця протилежна цілі керування БАЛА та полягає у такому 

виборі функції збурення )(1 2 ti− , що моделює падіння рівня тяги одним з n   

двигунів, який забезпечує мінімальне значення критерію (6.21). 

В критерії (6.21) константа   враховує намір першого гравця мінімізувати час 

iT  виведення БАЛА залежно від режиму роботи двигунової установки.  

У номінальному режимі роботи двигунової установки та за часткової втрати тяги 

одним з двигунів, перший гравець максимізує критерій (6.21) та намагається 

виконувати граничні умови (6.22) та (6.23). У випадку відмови одного з двигунів на 

i -му підінтервалі ( 0=i ), перший гравець обирає керування тільки з умови 

досягнення максимального значення горизонтальної швидкості та виконання 

граничних умов (6.22) та (6.23), без урахування часу виведення.  

Досліджуємо вплив втрати тяги одним з двигунів в момент початку виведення. 

Припускаємо, що функція збурення  є сталою та починає діяти в початковий момент 

часу 00 =t  виведення апарату. Базуючись на математичній моделі диференціальної 

гри (6.17)-(6.23) виконаємо синтез програмних алгоритмів керування гравців 

запропонованим у п. 6.3 методом.  

Алгоритм керування першого гравця на i -му підінтервалі будемо шукати у 

вигляді:  

taaAt iiii 10
),( += , (6.24) 

а стратегію другого гравця - у формі сталої функції: 

0
),( iii bBt = . (6.25) 

Для складання спектральної моделі диференціальної гри (6.17)-(6.23) запишемо 

рівняння (6.18), (6.20) у вигляді диференціальних рівнянь другого порядку: 

( )


 ~
3

2

11 −+


−= gV
a

V iY

i

ii

X ii

 , (6.26) 

ii X

i

ii

Y V
a

V 

1

12



 
= . (6.27) 

Рівняння (6.26), (6.27) отримано шляхом диференціювання виразів (6.18), (6.20) 

з урахуванням (6.24), (6.25). 
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Диференціальні перетворення (2.6) рівнянь (6.17), (6.19), (6.26), (6.27) за iTh =  

та 0=t  з урахуванням апроксимації нелінійних членів рівнянь (складові, що містять 

компоненти ii  cos,sin ) поліномами Адоміана згідно виразу (2.21) визначають їх 

спектральні моделі в наступному вигляді: 

)(
1

)1( kV
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, (6.29) 
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, (6.31) 

де 
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За рекурентними виразами (6.28)-(6.31), з урахуванням керувань (6.24), (6.25) та 

нульових початкових умов отримуємо диференціальні спектри змінних YX VVHL ,,, : 
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Граничні умови (6.22) і (6.23) на основі виразу (6.11) подамо через 

диференціальні спектри (6.33) і (6.35): 
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( )  ( )
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В останніх виразах обмежимося двома ненульовими дискретами 

диференціальних спектрів змінних YVH , . Тоді отримаємо два рівняння для 

визначення вільних параметрів керування (6.24) для першого гравця. З рівняння 

(6.37) знайдемо параметр 
1i

a   функції керування (6.24): 
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. (6.38) 

Для часткового випадку, за 0=
iTYV  та ,0=g  відсутності аеростатичної сили )0

~
( =  

приєднаних мас )1,0(
3
=== iyx mm  та функції збурень, термінальна задача (6.17)-

(6.23) аналогічна термінальній задачі виведення матеріальної точки на орбіту 

навколо безатмосферної планети, що розглянута в роботі [268], в якій отримано 

аналітичний розв’язок: 

01
2

tga
T

a −= , 

що випливає з більш загального виразу (6.38).  

Якщо в останньому випадку врахувати гравітаційне прискорення g , то 

отримаємо розв’язок термінальної задачі виведення матеріальної точки на орбіту 

навколо безатмосферної планети, що розглянута в роботі [25] у формі математичної 

моделі диференціальної гри: 
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. 

Зазначимо, що розв’язок (6.38) диференціальної гри (6.17)-(6.23) є наближеним, 

тому що були використані лише перші дві ненульові дискрети диференціальних 

спектрів змінних параметрів. Крім кількості врахованих дискрет, на точність 

розв’язку також впливає вибір розмірності векторів довільних параметрів для 

аналітичного опису стратегій гравців ),(),,( BtAt  . 

Підставляючи диференціальний спектр (6.34) у вираз (6.11) знайдемо граничні 

значення горизонтальної складової швидкості: 
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Обмежимося у виразі (6.39) першими двома членами та підставимо їх в 

критерій (6.21): 
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З урахуванням співвідношення (6.38), вираз (6.40) подамо у вигляді: 
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Підставляючи (6.41) в умови стаціонарності критерія (6.14) отримуємо зв’язок 

між вільним параметром 
0i

a  та часом підйому iT  на i -му підінтервалі зльоту: 
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З урахуванням обмеження двома членами в рівнянні (6.36) та виключенням з 

нього вільного параметра 
1i

a  
1ia  згідно (6.38), отримаємо вираз для визначення 

тривалості i -го підінтервалу процесу виведення: 
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З рівняння (6.16) для критерія (6.41) знайдемо вільний параметр функції 

збурення на i -му підінтервалі:  
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i
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i
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T
b




= . (6.44) 

Таким чином, отримані вирази (6.38), (6.42)-(6.44) для визначення вільних 

параметрів 
0i

a  і 
1i

a  керуючої функції (6.24) першого гравця, тривалості iT  та 

параметру 
0i

b  стратегії другого гравця (6.25) на i -му підінтервалі багатоетапного 

процесу виведення. Проведена перевірка достатніх умов (6.6), (6.7) для критерію 

(4.40) показала, що для диференціальної гри (6.17)-(6.23) існує сідлова точка (6.5) за 

вільними параметрами стратегії гравців (6.24) та (6.25). 
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Відновлення функцій часу за диференціальними спектрами може бути 

виконано різними способами. Компоненти вектора оптимальної траєкторії можуть 

відновлюватися у вигляді відрізків степеневих рядів Тейлора за диференціальними 

спектрами (6.32)-(6.35) та виразу (1.8):  
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або на основі обернених перетворень у формі багаточленів Лежандра, Чебишева, 

рядів Фур’є, Діріхлє, апроксимації Паде та їх комбінацій [175-177]. 

Загальний розв’язок задачі термінального керування виведенням БАЛА із 

заданих початкових умов у задані кінцеві умови визначається у вигляді об’єднання  

розв’язків на підінтервалах:
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Розв’язання модельного прикладу диференціальної гри (6.17)-(6.23) показало, 

що головна перевага запропонованого підходу до синтезу алгоритмів керування 

багатоетапними динамічними процесами в умовах дії невизначених збурень на базі 

диференціальних перетворень полягає у можливості здійснювати аналітичні 

перетворення, що дає змогу значно скоротити об’єм обчислень для отримання 

розв’язку у чисельному вигляді без застосування чисельних методів інтегрування 

диференціальних рівнянь.  

Спільне застосування диференціально-ігрового підходу та диференціальних 

перетворень до синтезу алгоритмів керування динамічними процесами в умовах дії 

невизначених збурень дозволяє здійснювати неперервні обчислення програмних 

стратегій гравців у реальному часі та отримати можливість керування динамічними 
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об’єктами зі зворотним зв’язком, що враховує дію різних збурень. Похибки, які 

виникають через обмеженість кількості врахованих дискрет диференціальних 

спектрів та розмірності векторів довільних параметрів програмних керувань, можуть 

бути знижені до необхідного рівня під час уточнення розв’язку градієнтним 

методом в області диференціальних спектрів. 

 

6.5. Метод синтезу гарантовано-адаптивного багатоетапного керування  

 

У п. 6.3 запропоновано метод побудови оптимальних програмних стратегій 

керування рухом БЛА при дії невизначених збурень. Метод ґрунтується на базі 

диференціально-ігрового підходу та диференціальних перетворень і враховує 

максимальну протидію збуренням. Однак не враховує зміну стану об’єкту, що 

відбувається протягом процесу керування під впливом невизначених збурень. Для 

врахування поточного стану необхідно синтезувати замкнені алгоритми керування 

рухом та максимальної протидії збуренням у формі позиційних стратегій гравців із 

зворотним зв’язком: 

),( xtuu = ,  ),( xt = . (6.46) 

Відомі методи розв’язання задач теорії диференціальних ігор у формі (6.46) 

[151,152,283-286] базуються, звичайно, на отриманні чисельних результатів шляхом 

інтегрування вихідних диференціальних рівнянь руху, що не дозволяє отримати 

аналітичні розв’язки задачі та ускладнює розв’язання у реальному часі. 

Розглянемо метод синтезу позиційних стратегій (6.46) для багатоетапного 

процесу керування, що базується на методах теорії диференціальної гри та 

модифікованому методі диференціальних перетворень, не потребує для своєї 

реалізації чисельного інтегрування диференціальних рівнянь і зберігає потенційну 

можливість отримання точного розв’язку задачі. Керування ),( xtuu = , що забезпечує 

гарантовану оцінку якості процесу керування рухом літального апарата та 

адаптивність до дії збурень будемо вважати гарантовано-адаптивним. 

Синтез гарантовано-адаптивних алгоритмів керування виконується у два етапи. 

На першому етапі виконуємо синтез оптимальних алгоритмів програмного 
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керування )(* tui
 і максимально протидіючого збурення )(* ti   в класі аналітичних 

функцій ),( ii Au   і ),( ii B  всередині кожного i -го підінтервалу керування, де 

),...,,( 21 iNiii aaaA =  і ),...,,( 21 iMiii bbbB =  − вектори вільних параметрів,  - локальний 

часовий аргумент.  

Оберемо масштабну сталу iTh =  і приймемо 0= . Застосовуючи 

диференціальні перетворення (2.6) до функцій ),( ii Au   і ),( ii B  отримаємо їх 

диференціальні спектри у вигляді:   
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Диференціальне рівняння (6.1) в області зображень на основі перетворень (2.6) 

подамо у формі наступної спектральної моделі: 
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де диференціальне зображення нелінійної складової )],(),,(),,,(,[ 0

iiiiiiiN BkVAkUXAkXtf
i

 

визначається з використанням поліномів Адоміана за допомогою співвідношень 

(2.21’) або (2.22’) залежно від структури нелінійної складової рівняння (6.1). 

Спектральна модель (6.49) є рекурентним виразом, що дає змогу визначити 

диференціальний спектр ),,,( 0
iiii XBAkX  вектору стану ),,,( 0

iiii xBAtx  за 

диференціальними спектрами векторів керування ),( ii AkU   та збурень ),( ii BkV . 

Скористаємося властивістю диференціальних перетворень, згідно якому 

алгебраїчна сума усіх дискет диференціального спектра будь-якої аналітичної 

функції в точці tt =  дорівнює нульовій дискреті диференціального спектру функції 

в точці htt +=+  1   або значенню оригіналу функції в тій самій точці: 
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+ +==
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1 )()0()(
k

htxXkX  . (6.50) 

Із співвідношення (6.50) за 1−= itt  і iTh =  знаходимо вектор стану наприкінці 

кожного підінтервалу керування залежно від тривалості iT  процесу керування, 

вектора вільних параметрів ii BA ,  та початкових значень змінних кожного 

підінтервалу процесу керування: 
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k

iiiiiiiii riXBAkXxBATx . (6.51) 

Тоді рівняння кінцевого стану всього процесу керування (6.2) з урахуванням 

виразу для спряження термінальних і початкових ділянок (6.4), а також виразу для 

вектора стану наприкінці кожної ділянки (6.51) перетвориться до виразу [288,289]: 

  0,,...,,,,...,,, 02121 =xBBBAAATS rr
. (6.52) 

Дана термінальна умова в неявній формі визначає q -компонент векторів 

вільних параметрів iA  і iB , ri ,1= ,  у вигляді функцій від iT   і 0
ix . Решту qNM −+  

компонент векторів вільних параметрів визначимо з умов (6.6)-(6.7) стаціонарності 

функціоналу (6.3). Подамо функціонал (6.3) на основі диференціальних перетворень 

(2.6) у вигляді векторів невизначених параметрів A   і  B  [290]: 

 

 



== +


+=

0

0

1

011011

1

),(),,(),,,,(,

,,...,,,...,,),,...,,,...,,(

k

iiiiiiiiii
r

i

i

rrrr

k

BkVAkUXBAkXTФ
T

XBBAATGXBBAATI

 (6.53) 

Умови оптимальності (6.6) функції (6.53) дають змогу отримати систему 

рівнянь для визначення тривалості iT  i -го підінтервалу керування та решти qNM −+  

невідомих компонент векторів вільних параметрів rAAA ,...,, 21  і rBBB ,...,, 21 : 

                    ,0
),,...,,,...,,( 011 =





T

XBBAATI rr  (6.54)     
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Розв’язання системи нелінійних рівнянь (6.52), (6.54) - (6.56), у випадку їх 

сумісності, дає змогу знайти компоненти векторів вільних параметрів ),...,,( 21 rAAAA =   

і ),...,,( 21 rBBBB =  програмних стратегій обох гравців для кожного підінтервалу у 

вигляді функцій від iT   і 0

ix . Після цього можуть бути перевірені достатні умови 

(6.6), (6.7) оптимальності стратегій гравців за суворої нерівності у виразі (6.7).  

У випадку, коли система рівнянь (6.52), (6.54) - (6.56) є несумісною, 

диференціальна гра (6.1)−(6.7) не має розв’язку за обраного вигляду функцій ),( ii Atu  і 

),( ii Btv . Тоді необхідно змінити вигляд функцій з вільними параметрами або 

розширити розмірність векторів вільних параметрів.  

Таким чином, диференціальні перетворення (2.6) дають змогу отримати в 

аналітичній формі систему рівнянь (6.52), (6.54) - (6.56) для довільних значень 

початкового стану 
0i

x , моменту часу 
0i

t  та тривалості iT  кожного підінтервалу 

процесу керування з метою формування оптимальних програмних стратегій обох 

гравців ),( ii Atu  і ),( ii Btv  на цих підінтервалах та програмних стратегій гравців на 

всьому інтервалі керування: 
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1 1

).,(),(),,(),(   

 На другому етапі синтезу зробимо наступне припущення [25,290]. Будемо 

розглядати тільки такі моделі процесу керування, в яких позиційні стратегії гравців 

існують та дозволяють зв’язати довільну початкову умову в межах заданої області 

простору із заданими термінальними умовами (6.2). Синтез позиційних стратегій 

поза заданої області простору стану не розглядається.  

В кожний поточний момент часу t  для кожного поточного стану гри )(txi  з 

розв’язку системи рівнянь (6.52), (6.54) - (6.56) визначається для конкретного 

підінтервалу пара стратегій гравців, що пов’язують поточний стан гри з заданими 

термінальними умовами (6.2). Якщо організувати неперервний за часом процес 

обчислення параметрів iA  і iB  стратегій гравців з системи рівнянь (6.52), (6.54) - 

(6.56), то на множині розв’язків можна сформувати стратегії гравців на кожному 
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підінтервалі руху у вигляді функції від поточного стану гри )(txi  та тривалості 

ділянки iT : )],(,[ iiii xTAtu  і )],(,[ iiii xTBt . Перший гравець, який реалізує таку позиційну 

стратегію )],(,[ xTAtu , що неперервно визначається з системи рівнянь (6.52), (6.54) - 

(6.55), гарантує багатоетапне керування ви веденням БЛА з досягненням заданих 

термінальних умов (6.2) за максимальної протидії збурюванням, вплив яких 

моделюється стратегією другого гравця )],(,[ xTBtv . 

За необхідності знайти оптимальну траєкторію ),,( BAtx , її компоненти можуть 

бути визначені у вигляді відрізків рядів Тейлора або з використанням обернених 

диференціальних перетворень у формі багаточленів Лежандра, Чебишова, рядів 

Фур’є. При цьому, вільні параметри апроксимуючих функцій визначають із 

порівняння диференціальних спектрів компонент вектору стану з диференціальними 

спектрами апроксимуючих функцій. Рівняння зв’язку між вільними параметрами 

декількох апроксимуючих функцій та дискретами диференціального спектра 

невідомої функції часу наведено в [157]. 

Перевагою розглянутого підходу до розв’язання задач оптимального керування 

виведенням БЛА у задані термінальні умови при впливі невизначених збурень на 

базі диференціально-ігрового підходу є відсутність необхідності інтегрування 

нелінійних диференціальних рівнянь руху динамічного об’єкта, заміна операції 

інтегрування обчисленнями за рекурентним виразом (2.6) і потенціальна можливість 

отримання точного розв’язку диференціальної гри (6.1)−(6.7) за умови точного 

відображення функцій часу скінченим диференціальним спектром. Така можливість 

з’являється внаслідок того, що диференціальні перетворення (2.6) є точним 

операційним методом. 

На відміну від відомих методів, застосування математичного апарата 

диференціальних перетворень для розв’язання задач диференціальних ігор замінює 

процес знаходження позиційних стратегій гравців з розв’язку інтегрування рівнянь у 

часткових похідних розв’язком скінченої системи нелінійних рівнянь  (6.52), (6.54) - 

(6.56). Крім цього, такий підхід припускає аналітичні перетворення, що дає змогу 

значно скоротити об’єм обчислень для отримання розв’язку, виконувати синтез 
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алгоритмів керування у реальному часі та отримати ефект адаптивного керування зі 

зворотним зв’язком, що враховує дію невизначених збурень. 

 

6.6. Гарантовано-адаптивні алгоритми термінального керування  

літальними апаратами   

 

6.6.1. Виведення аеростатичного літального апарату на задану висоту 

 

Розв’яжемо задачу синтезу гарантовано-адаптивного алгоритму керування 

відхиленням вектора тяги при виведенні БАЛА на задану висоту. Синтез виконуємо 

запропонованим вище методом за диференціально-ігровою моделлю, що описує 

траєкторний рух аеростатичного апарата (3.3)-(3.11). Програмну зміну кута 

відхилення вектору тяги на i -му підінтервалі процесу керування i  подаємо як суму 

двох складових: 

,iii u  +=     (6.57) 

де iu  − керування кутом відхилення вектору тяги за відсутності впливу збурень,  

i - приріст кута відхилення вектора тяги, що є необхідним для парирування впливу 

зовнішніх збурень. 

Складова i   являє собою сумарну характеристику дій різних збурень при 

виведені БАЛА у задані термінальні умови. На відміну від стохастичних моделей 

задач виведення БЛА, в яких збурення подають у вигляді випадкових функцій з 

відомими стохастичними  характеристиками [148,149], опис процесу виведення БЛА 

у формі диференціальної гри не потребує апріорної інформації щодо стохастичних 

моделей зовнішніх збурень та гарантує досягнення заданих термінальних умов за 

найнесприятливішого випадку сполучення дій факторів збурень. 

Припускаємо, що складовою керування iu  володіє перший гравець, а додаткова 

складова керування i  визначається діями факторів збурення, які розглядаються з 

позицій другого гравця, що має протилежні цілі керування.  
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Якість процесу керування на i -му підінтервалі будемо оцінювати 

функціоналом:  

    ( ) ,
222

1

2232221


−

−+−+−=
i

i

i
iiTi

t

t

iYYiTi dtuVVHHI 


 (6.58) 

де 321 ,,   та   − додатні вагові множники, 
iTi YT VH , - задані кінцеві значення висоти 

та вертикальної швидкості апарата наприкінці i -го підінтервалу процесу керування, 

а 
iYi VH , - поточні значення висоти та вертикальної швидкості апарата на i -му 

підінтервалі процесу керування тривалістю iT . Перші два доданка виразу (6.58) 

характеризують термінальні помилки за висотою та вертикальною складовою 

швидкості. Інтегральна складова функціонала (6.58) обмежує вибір керування БАЛА 

та дію факторів збурень під час керування траєкторним рухом апарату. 

Задача першого гравця полягає в переведенні БАЛА із початкових умов (4.31) в 

задані кінцеві (4.32) з мінімальним значенням функціонала якості (6.58), за умови 

його максимізації другим гравцем, який імітує дію найбільш несприятливого 

сполучення факторів збурень. 

Програмні стратегії обох гравці будемо визначати в класі аналітичних функцій:  

tccu iii 10 += , (6.59) 

tbb iii 10 += ,  (6.60) 

де 1010 ,,, iiii bbcc - параметри програмних стратегій, що підлягають визначенню. 

Алгоритм програмної зміни кута відхилення вектора тяги подаємо у вигляді: 

taa iii 10 += , (6.61) 

де 000 iii bca += , 111 iii bca += .   

Застосовуючи диференціальні перетворення (2.6) до виразу (6.61) визначимо 

диференціальний спектр кута відхилення вектора тяги: 

                                        ( )1())()( 1100 −+++= kbTbckbbc ii , (6.62) 

а застосування диференціальних перетворень (2.6) до функцій (6.59), (6.60) дають 

наступні дискрети їх диференціальних спектрів: 

0)2(,)1(,)0( 10 === kucTucu iiiiii , (6.63) 
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.0)2(,)1(,)0( 10 === kbTb iiiiii   (6.64) 

Використовуючи властивості диференціальних перетворень перетворимо третій 

доданок функціонала (6.58) до вигляду: 
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Тоді з урахуванням виразів (6.63), (6.64) для функціонала (6.58) отримуємо: 
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. (6.65) 

У подальшому будемо користуватися спектральною моделлю (3.21)−(3.44) та 

обчисленими за нею дискретами  диференціальних спектрів змінних траєкторного 

руху БАЛА у вигляді функцій від початкових значень змінних 

математичної моделі (3.3)-(3.11) та вільних параметрів 10, ii aa  керування кутом 

відхилення вектору тяги i .  

Скористаємося необхідними умовами оптимальності (6.55), (6.56) функціонала 

(6.65) та знайдемо його похідні за вільними параметрами керування 1010 ,,, iiii bbcc  

[291]. Отримуємо: 
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  (6.69) 

Визначимо значення частинних похідних, що входять до правих частин виразів 

(6.66) - (6.69). Підставляючи вирази 000 iii bca += , 111 iii bca +=
 
у співвідношення (4.33), 

(4.34) та беручи частинні похідні за параметрами програмних стратегій 1010 ,,, iiii bbcc   

отримаємо:  
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. (6.71) 

Віднімаючи вираз (6.67) з виразу (6.66) з урахуванням співвідношень (6.70) 

отримуємо наступне  рівняння для  визначення вільних параметрів: 

.0)()(2 1100 =+++ iiiii BcTbc                                            (6.72) 

Друге рівняння отримуємо, віднімаючи вираз (6.69) з виразу (6.68) з 

урахуванням співвідношень (6.71): 

( ) ( ) 0
3

2
1100 =+++ iiiii bcTbc

. (6.73) 

Розв’язання системи рівнянь (6.72), (6.73) дає змогу встановити співвідношення 

між оптимальними значеннями параметрів керування та збурень [292]: 

00 ii bc −= , (6.74) 

11 ii vc −= . (6.75) 

Аналіз других похідних функціоналу (6.65) за параметрами 1010 ,,, iiii bbcc , які 

мають вигляд: 
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 , 

показує, що за нульових термінальних помилок за висотою і вертикальною 

швидкістю другі похідні функціонала (6.65) за параметрами 10 , ii cc  додатні, а за 

параметрами 10 , ii bb  - від’ємні. Це підтверджує існування сідлової точки функції 

(6.65) при виведенні БАЛА в задані термінальні умови. 

Таким чином, задача синтезу алгоритму керування рухом аеростатичного 

літального апарату при наявності зовнішніх збурень зводиться до визначення 
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параметрів 10 , ii cc  та тривалості iT  i -го підінтервалу процесу керування. Для їх 

визначення маємо три рівняння (6.66), (6.68) та (4.38). З цих рівнянь, з урахуванням 

виразів (6.74) та (6.75), виключимо параметри збурень 10 , ii bb . Із рівняння (6.68) 

визначимо в явній формі параметр керування 1ic та виключимо його з виразів (6.66) 

та (4.38). Після цього, замінюючи довільні початкові значення змінних траєкторного 

руху їх поточними значеннями, а параметр керування 0ic  − поточним значенням кута 

відхилення вектору тяги БАЛА i , отримаємо гарантовано-адаптивний алгоритм 

процесу керування рухом БАЛА на i -му підінтервалі у наступній формі: 
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Загальне керування процесом виведення БАЛА на задану висоту отримуємо 

об’єднуючи керування на підетапах. 

Тривалість iT  i -го підінтервалу процесу траєкторного руху БАЛА з 

урахуванням введених позначень визначається з рівняння (4.38): 
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Вибір вагових множників 321 ,,   здійснюється виходячи з вимог до 

термінальних помилок за висотою і вертикальною швидкістю, а також достатніми 

умовами екстремуму функціоналу (6.65). 

Порівняння алгоритму (6.76) з алгоритмами термінального (п.4.4) та 

багатокритерійного (п.5.5) керування виведенням БАЛА показує, що гарантовано-

адаптивний алгоритм (6.76), синтезований за моделлю диференціальної гри процесу 

керування рухом аеростатичного апарату з використанням математичного апарата 

диференціальних перетворень, є більш складним у обчислювальному відношенні.  

Однак це ускладнення алгоритму (6.76) забезпечує гарантію багатоетапного 

приведення БАЛА в задані термінальні умови при впливі збурень, обмежених 

інтегральною складовою функціонала (6.58). Аналіз рівнянь (6.74), (6.75) показує, 

що для парирування найгіршого сполучення факторів збурень та виведення БАЛА в 

задані термінальні умови рівень складових параметрів за кутом відхилення вектора 

тяги повинен бути в   раз більшим, ніж вплив параметрів збурень. Тому гарантія 

приведення аеростатичного літального апарату в задані термінальні умови у 

випадку найгіршого сполучення факторів збурень може бути реалізована тільки за 

наявності ресурсу керування, достатнього для парирування дії збурень та виведення 

апарата в задані термінальні умови. 



291 

  

Особливістю гарантовано-адаптивного алгоритму (6.76) порівняно з 

алгоритмами, отриманими в пп. 4.4 та 5.5, є досягнення найменших термінальних 

помилок при впливі збурень на процес керування рухом аеростатичного апарату, 

якщо сполучення факторів збурень не є найгіршим. 

Коефіцієнти підсилення зворотного зв’язку за розузгодженням висоти та 

вертикальної швидкості алгоритму (6.76) є змінними, що залежать від траєкторних 

параметрів процесу керування рухом аеростатичного апарата, характеристик 

аеростатичного апарату, а також від параметра   обмеження впливу збурень в 

складовій функціонала (6.58). 

 

6.6.2. Виведення авіаційно-космічної системи на орбіту 

 

Для виконання синтезу гарантовано-адаптивного керування багатоетапним 

процесом виведення АКС на орбіту запропонованим вище методом використаємо 

математичну модель диференціальної гри, яка містить опис багатоетапного 

траєкторного руху АКС (3.64)-(3.69) з урахуванням впливу збурень.  

Програмну зміну кута тангажа на i -му підінтервалі траєкторного руху i

задаємо у вигляді суми двох складових: 

iii u  += , (6.78) 

де iu  − керування процесом виведення АКС на i -му підінтервалі за відсутності 

впливу збурень, i  − приріст кута тангажа i , необхідний для парирування 

сумарного впливу дій різних збурень на i -му підінтервалі.  

Складова i  являє собою сумарну характеристику дії різних збурень при 

виведенні АКС на орбіту. Зазначимо, що опис процесу виведення АКС на орбіту в 

формі диференціальної гри не потребує апріорної інформації щодо стохастичних 

моделей зовнішніх збурень і гарантує досягнення заданих термінальних умов за 

найбільш несприятливого випадку сполучення дії факторів збурень. 
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Припускаємо, що складовою керування iu  володіє перший гравець, а додаткова 

складова керування i  визначається діями факторів збурень, які розглядаються з 

позицій другого гравця, який має протилежні цілі керування.  

Синтез програмного керування кутом тангажа i , а також програмних стратегій 

обох гравців виконуємо в класі аналітичних функцій: 

taa iii 10
+= , (6.79) 

,
10
tccu iii +=  (6.80) 

,
10 tbii i

b +=  (6.81) 

де 
000 iii bca += , 

111 iii bca += , 
1010

,,, iiii bbcc - параметри, що підлягають визначенню. 

Задача першого гравця полягає у переведенні АКС із початкових умов:  

202101202101 )0(,)0(,)0(,)0( YYYYXXXX ====                                    (6.82) 

в задані кінцеві умови: 

iYiTiTiiTiiT XYTT VXVHYHY ==== 221 ,,                                                  (6.83) 

з мінімальним значенням функціоналу якості, за умови максимізації його другим 

гравцем, який імітує дію найнесприятливішого сполучення факторів збурень.  

Як функціонал якості приймемо функціонал (6.58).  

Для визначення гарантовано-адаптивного алгоритму скористаємося 

спектральною моделлю (3.79) - (3.97), за якою обчислимо дискрети 

диференціальних спектрів змінних траєкторного руху АКС у вигляді функцій від 

початкових значень змінних математичної моделі (3.64) - (3.69), вільних параметрів 

(
10

, ii aa ) керування кутом тангажа i  та тривалості i -го підінтервалу виведення iT . 

Синтез гарантовано-адаптивного керування виведенням АКС на орбіту 

виконуємо аналогічно синтезу гарантовано-адаптивного керування процесом 

виведення БАЛА на задану висоту (п.6.6.1).  

Скориставшись властивістю диференціальних перетворень, згідно якої 

алгебраїчна сума всіх дискрет диференціального спектра будь-якої аналітичної 

функції в точці 00 =t  дорівнює значенню оригіналу функції в точці iTt =  закінчення 

процесу керування на i -му підіентервалі, з урахуванням граничної умови (6.83) 
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отримаємо рівняння, що пов’язують параметри керування 
10

, ii aa  та параметри 

траєкторного руху АКС із заданими значеннями висоти 
iTH , вертикальної 

швидкості набору висоти 
iTH та горизонтальної швидкості 

iTXV відповідно: 
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Отримані у п. 6.6.1 співвідношення (6.74), (6.75) між параметрами керування та 

збурень дають змогу звести задачу синтезу керування до визначення параметрів 
0i

c ,

1i
c  та тривалості iT  процесу виведення АКС на орбіту на i -му підінтервалі. 

В результаті, для визначення трьох невідомих 
0i

c ,
1i

c  та часу iT  маємо три 

рівняння (6.66), (6.68) та (6.86). З цих рівнянь, спираючись на вирази (6.74) і (6.75), 

виключимо параметри збурень 
10

, ii bb . Із рівняння (6.68) з урахуванням виразів (6.84), 

(6.85) знайдемо в явній формі параметр керування 
1i

c : 
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 та виключимо його з виразів (6.64) та (6.84). Після цього, замінюючи довільні 

початкові умови поточними значеннями змінних траєкторного руху та параметр 

керування 
0i

c  − командним значенням кута тангажа i , отримаємо гарантовано-

адаптивний алгоритм виведення АКС на орбіту на i-му підінтервалі у наступній 

формі [293]: 
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Загальне керування процесом виведення АКС на орбіту отримуємо шляхом 

об’єднання керувань на підетапах з врахуванням умов сполучення підінтервалів. 

Час виведення АКС на орбіту, враховуючи уведені позначення, визначається з 

рівняння (6.86): 

( ) 3

2

3

2
1

dVVBB
d

T
ii

XTXiii −++−= , (6.89) 

де 
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Обрання вагових множників 321 ,,   у виразі (6.87) визначається вимогами до 

термінальних помилок виведення АКС на орбіту, а також достатніми умовами 

екстремуму функції (6.58). 

Особливістю гарантовано-адаптивного алгоритму (6.88) порівняно з 

алгоритмами, отриманими в пп. 4.3 та 5.4, є досягнення менших термінальних 

помилок при впливі збурень на процес керування виведенням АКС на орбіту. 

Наявність сідлової точки функціоналу (6.58) забезпечує зниження термінальних 

помилок, якщо в реальному процесі багатоетапного керування виведенням АКС на 

орбіту сполучення факторів збурень не є найгіршим [157]. 

Гарантовано-адаптивний алгоритм (6.88), синтезований за моделлю 

диференціальної гри процесу виведення АКС на орбіту, є більш складним у 

обчислювальному відношенні порівняно з іншими алгоритмами, отриманими у пп. 

4.3 та 5.4 для оптимізації процесу виведення. Однак це ускладнення забезпечує 

гарантію виведення АКС в задані термінальні умови у випадку дії збурень, 

обмежених інтегральною складовою функціоналу (6.59). Зазначимо, що згідно 

виразів (6.74), (6.75) для парирування найгіршого сполучення факторів збурень та 

виведення АКС на орбіту у задані термінальні умови рівень складових кута 

відхилення тангажа повинен бути в   раз більшим, ніж вплив параметрів збурення. 

Тому гарантія виведення АКС на орбіту у випадку найгіршого сполучення факторів 

збурень може бути реалізована тільки за наявності ресурсу керування, достатнього 

для парирування дії збурень та виведення АКС в задані термінальні умови.  
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На відміну від аналогічного алгоритму, отриманого у роботі [25] на базі моделі 

диференціальної гри процесу виведення АКС на орбіту з використанням основних 

диференціальних перетворень, алгоритм (6.88) враховує багатоетапність керування  

та задані значення висоти та вертикальної швидкості набору висоти наприкінці 

кожного підінтервалу процесу керування. Це призводить до більшого зменшення 

термінальних похибок наприкінці всього процесу керування. 

 

Висновки до розділу 6 

 

1. Розроблено диференціально-ігрову модель процесу багатоетапного керування 

траєкторним рухом БЛА при виведенні у задані термінальні умови  при дії 

невизначених збурень. Модель подано у формі диференціальної гри між 

системою керування та впливом факторів невизначених збурень і ґрунтується на  

сумісному використанні методів диференціальної гри та математичного апарату 

диференціальних перетворень. Розкриття невизначеності досягається 

застосуванням принципу максимального гарантованого результату.  

2. На основі розробленої диференціально-ігрової моделі запропоновано чисельно-

аналітичний метод побудови програмних алгоритмів  багатоетапного керування 

траєкторним рухом  БЛА за максимальної протидії невизначених збурень. 

Запропонований підхід виключає необхідність інтегрування нелінійних 

диференціальних рівнянь руху, розв’язує задачу побудови програмних стратегій 

гравців без використання функції часу та дає змогу проводити неперервні 

обчислення програмних стратегій гравців у реальному часі.   

3. На прикладі виведення БАЛА на задану висоту показано можливість побудови 

оптимальних програмних стратегій учасників диференціальної гри шляхом 

аналітичних перетворень, що дозволяє значно скоротити об’єм обчислень для 

отримання розв’язку у чисельному або аналітичному вигляді.   

4. Розроблено метод оптимізації гарантовано-адаптивного багатоетапного 

керування БЛА при виведенні у задані термінальні умови при впливі 

невизначених збурень завдяки застосуванню удосконаленого дискретно-
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аналітичного відображення вихідної  нелінійної математичної задачі в область 

зображень та модифікованого методу диференціальних перетворень. Метод 

використовує диференціально-ігрову модель багатоетапного динамічного 

процесу, спрощує дискретно-аналітичне відображення вихідної математичної 

моделі в область зображень, не потребує чисельного інтегрування нелінійних 

диференціальних рівнянь, зводить проблему синтезу до розв’язання скінченої 

системи нелінійних рівнянь відносно параметрів керування та збурень і 

припускає аналітичний розв’язок  задачі.  

5. Запропоновано гарантовано-адаптивний алгоритм багатоетапного керування 

БАЛА при виведенні в задані термінальні умови, що враховує термінальні умови 

на кожній ділянці виведення, володіє властивостями адаптації до дії збурень та 

забезпечує гарантію реалізації процесу багатоетапного виведення за найгіршого 

сполучення факторів обмежених  збурень. 

6. Синтезовано гарантовано-адаптивний алгоритм керування процесом виведення 

АКС на орбіту в умовах дії невизначених збурень, що враховує термінальні 

умови за висотою та вертикальною швидкістю на кожній ділянці виведення, 

забезпечує гарантію багатоетапного виведення на орбіту в задані термінальні 

умови за найгіршого сполучення дії обмежених збурень та володіє 

властивостями адаптації до дії збурень. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертації в перспективному напряму створення сучасних зразків авіаційно-

космічної техніки вирішена актуальна наукова проблема розвитку методів 

розв’язання нелінійних задач оптимального керування рухом літальних апаратів на 

основі диференціальних перетворень та їх застосування до оптимізації керування 

виведенням БЛА у задані термінальні умови з метою підвищення ефективності їх 

функціонування завдяки можливості здійснювати оперативний синтез оптимального 

керування у реальному часі.  

В рамках досягнення поставленої мети і вирішення задач досліджень отримані 

наступні основні наукові результати: 

1. Розвинута наукова та методична база для забезпечення розв’язання 

нелінійних задач оптимального керування рухом ЛА на основі математичного 

апарату  диференціальних перетворень. Зокрема, розвинуті та розроблені нові 

методи розв’язання нелінійних звичайних диференціальних рівнянь, нелінійних 

крайових задач та метод дискретно-аналітичного відображення в область зображень 

вихідної нелінійної математичної моделі траєкторного руху ЛА при виведенні у 

задані термінальні умови. Запропоновані підходи не потребують чисельного 

інтегрування диференціальних рівнянь, спрощують та підвищують точність 

розв’язку крайових задач, що описуються нелінійними диференціальними 

рівняннями, створюють умови для оперативної оптимізації керованих процесів 

завдяки забезпечення можливості отримання розв’язку в аналітичній формі.  

2. Уперше розроблено модифікований метод диференціальних перетворень для 

розв’язання нелінійних звичайних диференціальних рівнянь, що базується на 

сумісному використанні методу основних диференціальних перетворень, методу 

припасовування та застосуванні апроксимації нелінійних складових 

диференціальних рівнянь поліномами Адоміана. Метод дозволяє розширити 

інтервал розв’язання та спростити дискретно-аналітичне  відображення задачі,  

забезпечує зниження верхньої межі оцінки похибки в 
sp  раз, де p  - кількість 
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підінтервалів, на які розбивається інтервал розв’язку, s  - кількість врахованих 

дискрет диференціального спектра. 

3. На базі модифікованого методу диференціальних перетворень запропоновано 

підхід до розв’язання крайових задач, що описуються нелінійними звичайними 

диференціальними рівняннями. Запропонований підхід не потребує чисельного 

інтегрування диференціальних рівнянь, спрощує знаходження диференціальних 

зображень складних нелінійностей задачі за рахунок їх апроксимації поліномами 

Адоміана, дає змогу розширити інтервал та підвищити точність розв’язку. 

4. Уперше розроблено метод дискретно-аналітичного відображення у 

спектральні моделі вихідних нелінійних математичних задач траєкторного руху ЛА 

при виведенні у задані термінальні умови. Метод дозволяє запобігти складностей, 

що пов’язані з відображенням нелінійних складових рівнянь руху, спростити 

побудову спектральної моделі та дає змогу використати її для оперативної 

оптимізації багатоетапного керованого процесу у реальному масштабі часі. 

5.  Отримав подальший розвиток метод диференціальних перетворень функцій 

та рівнянь в області застосування до розв’язання нелінійних задач оптимізації 

керування рухом літальних апаратів. Запропонований підхід ґрунтується на 

застосуванні модифікованого методу диференціальних перетворень та 

удосконаленого методу дискретно-аналітичного відображення нелінійних задач в 

область зображень. За зазначеним підходом розвинуті та розроблені нові методи 

розв’язання нелінійних задач оптимального термінального, багатокритерійного та 

гарантовано-адаптивного керування траєкторним рухом ЛА при виведенні у задані 

термінальні умови. 

6. Розвинуто чисельно-аналітичний метод розв’язання нелінійних задач 

оптимального термінального керування траєкторним рухом ЛА завдяки 

застосуванню модифікованого методу диференціальних перетворень та 

удосконаленого дискретно-аналітичного відображення вихідних нелінійних 

математичних задач в область зображень з врахуванням багатоетапності 

траєкторного руху. Метод не потребує чисельного інтегрування нелінійних 

диференціальних рівнянь, дозволяє отримати алгоритм керування в аналітичному 
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вигляді, здійснювати оперативну оптимізацію керування та траєкторії руху та 

проводити моделювання динамічного процесу у реальному часі.  

7. Уперше на базі удосконаленого дискретно-аналітичного відображення в 

область зображень нелінійних задач траєкторного руху ЛА та модифікованого 

методу диференціальних перетворень, з використанням нелінійної схеми 

компромісів розроблено чисельно-аналітичний метод багатокритерійної оптимізації 

багатоетапного керування траєкторним рухом літальних апаратів. Запропонований 

підхід дає можливість спростити процес знаходження розв’язку нелінійної задачі 

оптимального керування та звести проблему векторної оптимізації до розв’язання 

скінченої системи нелінійних рівнянь відносно параметрів керування. 

8. Уперше розроблено метод оптимізації гарантовано-адаптивного 

термінального керування рухом літальних апаратів при впливі невизначених 

збурень на базі удосконаленого дискретно-аналітичного відображення вихідної 

нелінійної математичної задачі в область зображень та модифікованого методу 

диференціальних перетворень. Запропонований метод ґрунтується на 

диференціально-ігровій моделі багатоетапного динамічного процесу, спрощує 

дискретно-аналітичне відображення нелінійної вихідної математичної моделі в 

область зображень, не потребує чисельного інтегрування нелінійних 

диференціальних рівнянь руху, зводить проблему оптимізації до розв’язання 

скінченої системи рівнянь відносно параметрів керування та збурень та припускає 

аналітичний розв’язок задачі.   

Крім основних наукових результатів у дисертаційній роботі отримані наступні 

наукові та практичні результати: 

- запропоновано підхід до спрощення обчислення дискрет диференціальних 

спектрів нелінійних змінних траєкторного руху ЛА за рахунок їх апроксимації  

поліномами Адоміана; 

- модифікована спектральна модель процесу багатоетапного виведення  АКС на 

орбіту; 

- модифікована спектральна модель траєкторного руху БАЛА на етапах зльоту з 

набором заданої висоти та посадки; 
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- показано можливість на основі використання диференціальних спектрів 

траєкторного руху ЛА розв’язувати нелінійні задачі аналітичного 

конструювання керування процесом термінального виведення ЛА; 

- показано можливість застосування зміщених диференціальних перетворень 

функцій та рівнянь до розв’язання задачі оптимізації багатоетапного 

термінального процесу керування ЛА; 

- показано можливість застосування зміщених диференціальних перетворень 

функцій та рівнянь до багатокритерійної оптимізації багатоетапних процесів 

керування ЛА; 

- доведено, що застосування зміщених перетворень до розв’язання задачі синтезу 

замкнених законів оптимального керування призводить до ускладнення 

отримання спектральної моделі задачі та збільшення кількості невідомих в 

системі скінчених нелінійних рівнянь для визначення параметрів керування; 

- виконано аналітичний синтез алгоритму оптимального за витратою палива 

керування багатоетапним процесом виведення АКС на орбіту, що забезпечує 

приведення АКС в задані термінальні умови та досягнення наприкінці 

виведення максимальної швидкості. Моделювання багатоетапного процесу 

виведення АКС «Оріль» на орбіту показало, що синтезований з використанням 

модифікованого методу диференціальних перетворень алгоритм керування 

забезпечує економію палива порівняно з відомим алгоритмом ~ 1% ; 

- виконано аналітичний синтез алгоритму оптимального керування БАЛА на 

етапі посадки. Моделюванням показано, що запропонований алгоритм 

забезпечує досягнення заданої вертикальної швидкості зниження у момент 

торкання посадкової поверхні та мінімальної горизонтальної посадкової 

швидкості апарата з коротким пробігом по землі; 

- синтезовано алгоритм багатокритерійного керування багатоетапним  процесом 

виведення АКС «Оріль» на орбіту, що забезпечує компромісний розв’язок між 

термінальними помилками виведення та тепловими навантаженнями на 

поверхні АКС; 
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- моделюванням на ЕОМ обґрунтовано працездатність, ефективність та 

адаптивність комбінованого алгоритму, складеного з синтезованих 

модифікованим методом диференціальних перетворень алгоритмів 

багатокритерійного та термінального керування виведенням АКС на орбіту. 

Показано, що комбінований алгоритм, порівняно з термінальним, забезпечує 

зниження теплового потоку на 43%, швидкісного напору на 19%, максимальної 

піднімальної сили на 3% та забезпечує таку саму точність виведення у задані 

термінальні умови практично за той самий час, витрачаючи, при цьому, більше 

палива на 0,12%;  

- синтезовано алгоритм багатокритерійної оптимізації багатоетапного процесу 

зльоту БАЛА з виведенням на задану висоту, що забезпечує компромісний 

розв’язок між термінальними помилками виведення та енергетичними 

витратами на піднімання апарату на задану висоту; 

- моделюванням на ЕОМ обґрунтовано працездатність, ефективність та 

адаптивність комбінованого алгоритму, складеного з синтезованих 

модифікованим методом диференціальних перетворень алгоритмів 

багатокритерійного та термінального керування процесом зльоту БАЛА з 

підніманням на задану висоту. Показано, що комбінований алгоритм, порівняно 

з термінальним, забезпечує зменшення витрат енергії на піднімання апарата на  

висоту 350 м на 6% та дозволяє отримати більшу горизонтальну швидкість 

наприкінці процесу піднімання. Зниження витрат енергії збільшується із 

збільшенням висоти піднімання; 

- синтезовано гарантовано-адаптивний алгоритм керування процесом виведення 

АКС на орбіту в умовах дії невизначених збурень, що враховує термінальні 

умови за висотою та вертикальною швидкістю на кожній ділянці виведення, 

забезпечує гарантію багатоетапного виведення на орбіту в задані термінальні 

умови за найгіршого сполучення дії обмежених збурень та володіє 

властивостями адаптації до дії збурень; 

- запропоновано гарантовано-адаптивний алгоритм багатоетапного керування 

БАЛА при виведенні в задані термінальні умови, що враховує термінальні 
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умови на кожній ділянці виведення, володіє властивостями адаптації до дії 

збурень та забезпечує гарантію реалізації процесу багатоетапного виведення за 

найгіршого сполучення факторів обмежених  збурень; 

- показано доцільність врахування багатоетапності траєкторного руху БЛА при 

виведенні у задані термінальні умови, що приводить до більш точного 

виконання термінальних умов. 
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