Дисципліна: Теорія інформації та кодування


 Лектор доц.. Жолдаков О.О.
Модуль №2.  „ Основи кодування інформації в каналах зв’язку ”
Лекція № 7. Поняття про циклічні коди, теореми про цикличні коди. Математична структура, особливості, способи побудови
7.4. Циклічні коректуючі коди

7.4.1. Математична структура циклічних кодів
Циклічні коди є основним засобом боротьби з помилками при передачі інформації по каналах, де діють пакетні  (групові) спот​ворення розрядів. Це викликано тим, що високі якості коду в бо​ротьбі з груповими помилками одержують відносно малими затратами на надлишковість і дуже простими, порівняно з іншими кодами, при​строями для кодування і декодування.

Циклічні коди, як уже підкреслювали при класифікації корек​туючих кодів, є різновидністю систематичних і мають ті ж загаль​ні якості, крім своїх специфічних. Як будь-який коректуючий, цик​лічний код має  n0  інформаційних і r надлишкових (допоміжних чи перевірчих) розрядів, так що довжина комбінації становитиме n= n0 + r 

Для дослідження циклічних кодів використовують спеціальний математичний апарат, так звану алгебру з остачею. Приведемо основні ідеї цього підходу в найпростішому вигляді.

Кожній кодовій n-розрядній комбінації 
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 становиться у відповідність алгебраїчний поліном  С (X)  , степінь якого  п - І, причому:
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   де 
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-розрядні цифри коду 
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 може бути нулем або одиницею), 
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 - фіктивна перемінна.

Наприклад, кодовій комбінації  10110101 буде відповідати поліном G(
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Відмітимо, що в поліномі G(
[image: image11.wmf]x

) стільки членів, скільки одиниць у відповідному коді, тобто число членів дорівнює вазі коду.

Операції над поліномами та їх членами виконуються за правилами звичайної шкільної алгебри, за виключенням того, що тут замість плюса  (+) і мінуса (-), діє плюс "по модулю"  (
[image: image12.wmf]Å

). Тобто там, де в звичайній алгебрі потрібно ставити мінус чи плюс, ставиться плюс "по модулю" 
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, який означав, що, якщо підсумомується парне число одиниць  (чи членів з однаковим степенем 
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 ), будемо мати нуль, а якщо підсумовується непарне - одиницю (або один
[image: image15.wmf]x

у відповідному степені).

В циклічних кодах дозволяються операції циклічного зміщення як вліво, так і вправо. Переміщення всіх розрядів коду на один крок (розряд) вперед еквівалентне множенню відповідного полінома G(
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) на  
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 , а якщо розряди зміщувати на К  позицій вперед, то це значить, що поліном G(
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)множиться на 
[image: image19.wmf]k

x

. Приведемо приклад. Нехай маємо код 10011101.  Йому відповідає поліном  G(
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2+1. Нехай   К = =3. Тоді G(
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3 і йому відповідає код 10011101000.

Для побудови конкретного циклічного коду вибирають певним чином деякий поліном Р (
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)  степеня  
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. Цей поліном Р(
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) назвемо створюючим. Потім із всіх можливих поліномів, що мають степінь n - 1,підбирають такі, що діляться без остачі на створючий поліном P(
[image: image37.wmf]x

).  Відібрнні таким чином поліноми відповідають дозволеним комбінаціям   п-розрядного циклічного коду.

Значить, циклічні коди мають поліноми, які без остачі діляться на створюючий поліном. Якщо при діленні полінома прийнятого коду є остача, то це ознака того, що в кодовій комбінації стались спотворення і її можна забракувати,  видавши відповідний сигнал про повторення передачі.

Від вигляду створюючого полінома Р(
[image: image38.wmf]x

) суттєво залежать якості циклічного коду і в першу чергу його можливості щодо роз​пізнавання певної кількості помилок. Основні підходи до вибору Р(х) будуть описані пізніше,а зараз розглянемо, як можна ство​рювати множини циклічних кодів при заданому Р(
[image: image39.wmf]x

).
Проведемо деякі формальні операції, використавши поліном формаційної частини  G (
[image: image40.wmf]x

)   степеня  n0-1 і створюючий полінс P(
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) степеня r : помножимо G(
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) на 
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і поділимо добутjr 
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) на створюючий поліном  Р (
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) .Тоді
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(7.1)
 де  Q(X) - ціла частина від ділення  
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 на  Р (X)   того ж степеня, що і G(X), а   R(Х) - остача, причому має степінь не вищий за r -1.

Рівняння (7.1) перепишемо так:
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На основі рівняння (7.2) можна зробити такі висновки щодо способів побудови циклічних кодів.

Перший спосіб: поліном інформаційного коду множать на ство​рюючий. Наприклад, інформаційна частина – 101101 і їй відповідає поліном G(Х)=:Х5+Х 3+Х 2+1 . Нехай створюючий поліном буде Р(Х) =Х3+1. Тоді G(Х) Р(Х)=Х 8+Х 6+ Х2+1 і цьому поліному відпові​дає дев'ятирозрядний циклічний код 101000101. Ясно, що це не роздільний код (невідомо де інформаційні, а де службові розряди). Цей недолік являється причиною того, що такі коди не використо​вують на практиці.

Другий спосіб: інформаційні розряди зміщують на r розря​дів вліво, а на r позицій, що залишилися, вписують код, що від​повідає поліному остачі  R(Х). Тут чітко фіксовані позиції ін​формаційних та службових розрядів, тобто код-роздільний, а то​му із циклічних кодів тільки він і використовується для практич​них цілей.

Наведемо приклад побудови коду, взявши інформаційну части​ну - 101001 і створюючий поліном Р(x)-x3+1. Тоді 
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 = x3(x5+x3+І)=x8+x6+x3. Розділимо одержаний поліном на Р(Х)=Х3+1  , щоб одержати  R(Х). 

Будемо мати: Х5+Х3+Х2
Значить  R(Х)=Х2  і йому відповідає код 100.  Змістивши на три розряди вліво інформаційну чистину ІОІООІ, а на ті місця, що осталися, записавши код остачі 100, одержимо циклічний корек​туючий код ІО1011ОО.

Циклічні коди, що будують таким чином, потребують виключно простих пристроїв для кодування і декодування, що поряд з іншими якостями зумовило дуже широке їх застосування на практиці. 

7.4.2. Теореми шумостійкості циклічних кодів
Дослідимо коректуючі якості циклічних кодів при різних ви​дах створюючого поліному Р(Х). Спочатку потрібно вивчити, при яких спотвореннях поліноми прийнятих комбінацій циклічного коду діляться чи не діляться на створюючий поліном  Р(Х): якщо після спотворень таке ділення не дає остачі, то спотворення розпізнане, в протилежному випадку - нерозпізнане.

Введемо означення. Кодова комбінація, що має стільки ж роз​рядів, як і циклічний код, причому з одиницями в розрядах, які мають ті ж номера, що і спотворені в циклічному коді (решта всі нулі), називається вектором помилок.

Легко показати, що сума "за модулем 2" неспотвореної комбінації і відповідного вектора помилок якраз дає спотворену комбінацію. Наприклад, нехай передано якусь комбінацію циклічного коду 101ОО110О, а завдяки дії шумів в каналах зв'язку були спотворені помічені розряди 1О1ОО11ОО, тобто комбінацію прийнято у вигляді ІОООІО11О. Згідно з означенням вектор помилок буде (одиниці тільки в помічених розрядах) ООІО11ОІО. Перевіримо:

циклічний код
      101001100

вектор помилок                  
[image: image51.wmf]Å

 001011010
спотворена комбінація             100010110

що і треба було доказати.

Проведеним діям в кодах можна співставити аналогічні через поліноми:
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Де  F(x)  - поліном неспотвореного циклічного коду; 
[image: image53.wmf]()

FX

-по​ліном спотвореного циклічного коду;  П(Х) - поліном вектора по​милок.

Зробимо очевидний із рівняння (7.3) висновок: якщо поліном 
[image: image54.wmf]()
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 без остачі ділиться на створюючий поліном  Р(X), то і поліном вектора помилок П(Х) обов'язково ділиться на нього ж, оскільки  F(Х)  завжди ділиться.  І навпаки, якщо  П(Х)  не ділить ся без остачі на  Р (X), то те ж саме можна сказати і про 
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FX

, тобю в цьому випадку помилки розпізнаються. Значить, досліджую​чи ділимість векторів помилок П(Х) на створюючі поліноми, мож​на зробити висновок про шумостійкість циклічних кодів, побудова​них на тих чи інших створюючих поліномах.

Розглянемо деякі теореми циклічних кодів.

Теорема І. Циклічний код, створюючий поліном якого Р(Х) має більш, ніж одного члена, розпізнає наявність будь-якої одиничної помилки.

Доказ. Нехай спотворено і -й розряд. Тоді поліном вектора помилок П(Х)=
[image: image56.wmf].
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 Але, як відомо, ділення без остачі одночле​на на  Р(Х), що має два або більше членів, неможливе. Теорему доведено.

Теорема 2. Циклічний код, створений поліномом Р(Х)=Х +1, розпізнає наявність будь-якого непарного числа помилок.

Доказ. Якщо F(Х)- поліном неспотвореного циклічного коду, то F(X):P(Х)=Т(Х), оскільки остачі в цьому випадку не буде. Звідси F(Х)=Т(Х)+ХТ(Х). Ясно, що поліноми T(Х) і ХT(Х) мають одну і ту ж кількість членів, наприклад, по 
[image: image57.wmf]1
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. Крім того, в T(Х) і  ХТ(Х) може бути по 
[image: image58.wmf]2
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 членів з однаковими степенями, які при підсумовуванні T(Х)+XТ(Х) скоротяться. Тому можна стверджувати, що полісом T(Х) завжди має 
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(

2

2

2

2

1

2

1

t

t

t

t

-

=

-

 членів, тобто парне число. Таким чином, це - код з парним числом одиниць, який вже розглядався, а він якраз і розпізнає наявність будь-яко​го непарного числа помилок. Теорему доведено.

Теорема 3. Циклічний код, створений поліномом Р(Х)=
[image: image60.wmf]m
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+1 також розпізнає будь-яку непарну кількість помилок.

Доказ. Досить показати, що X+1 входить в 
[image: image61.wmf]m
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+1  як співмножник. Дійсно,

(х+І)(хт-1+хт-2і+...+х2+х+І)=хт+хт-1+...+хг+х+хт-1+хт-2+...+ хг+х+І=хт+ 1.
Теорему доказано.

Теорема 4. Циклічний код, створений поліномом Р(Х) степеня r, розпізнає будь-які пакети помилок довжиною 
[image: image62.wmf]r
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Під пакетом (групою) помилок довжиною l розуміють не менш як дві помилки в комбінації, причому відстань від першої до останньої становить l розрядів. Наприклад, якщо в кодових комбінаціях 
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 помилки мають місце в позначених крапками розрядах, то це значить, що і в першому, і в другому випадку мають місце групові помилки, причому довжина пакетів од​накова і l=6.

Доказ. Нехай в коді є пакет помилок довжиною r, причому він починається з першого розряду. Тоді поліном вектора помилок буде мати вигляд:   П(x)=x r-1+
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 - коефіцієнти, що дорівнюють нулю чи оди​ниці. Якщо ж пакет починається з і  -го розряду, то відповід​ний поліном .буде  
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. Оскільки  xi-1  як одночлен на створюичий поліном   р(x)  , що завади є неодночленом, не ділиться, то потрібно перевіряти на подільність поліном, що й дужках. Але в даному випадку цей полі​ном завжди даватиме остачу, бо його степінь нижчий, ніж у Р (X). (тобто менший за r ). Теорему доведено.

Теорема 5. Циклічний код, створений поліномом степеня r, не розпізнав тільки 1/2r-1  частину пакетів помилок, які масть довжину r+1. 
При доказі будемо вважати, що будь-які пакети, довжиною r+1, мають однакову імовірність, що в принципі відповідав дійсності.

Як і раніше запишемо поліном вектора помилок, який почина​ється з і -го розряду:
П(х)=
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З усіх варіантів поліномів степеня r  (що в дужках) тільки один поділиться без остачі на Р(X) , а саме той, який повністю спів​падає з  Р(X). Варіантів же буде стільки, скільки кодових-двійкових комбінацій типу 
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 Таким чи​ном, теорему доведено.

Теорема 6. Циклічний код, створений поліномом степеня r, на розпізнає тільки 1/2г частину пакетів помилок, які мають дов​жину більшу за r+1 , тобто r+2 , r+3 ....  .

Нехай довжина пакета l>= r+2. Тоді матимемо поліном паке​та помилок в такому вигляді:

П (х)=
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Відмітимо, що l-1>=r, тобто при діленні полінома по-шкіль​ному ("в драбинку") до одержання остачі, в частці буде хоча б один член.

Можна стверджувати, що через певну кількість кроків такого ділення одержимо поліном типу
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 причому множина цих поліномів визначається множиною двійкових кодів 
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, яких буде 
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. Але серед цієї мно​жини тільки один поліном ділиться без остачі на   Р(Х) , той, що повністю співпадає з  Р(x), тобто тільки в цьому випадку по​милка не буде розпізнана. Отже, співвідношення шансів нерозрізна ти помилку до розпізнати становить 
[image: image79.wmf]r
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. Теорему доведено.

Теорема 7. Циклічний код, створений поліномом R(X), роз​пізнає будь-які  поодинокі помилки, а також всі подвійні, якщо ви​брати число його розрядів n так, щоб воно було менше або рівне деякому   q, причому q - найменше з чисел, при якому дво​член  
[image: image80.wmf]q
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 + 1 без остачі ділиться на  Р(Х).
Доказ.   Відносно поодиноких помилок, то на основі теореми І все доказано, адже Р (X) ніколи не беруть як одночлен.

Щодо подвійних помилок, то поліном вектора помилок в цьому випадку за умови, що вони відбулись в i-му та j-му розрядах, причому j>i, можем записати так: Xі(Xj-1+1). Поліном П(X) не поділиться на .створюючий поліном  Р (X)  , якщо не поділиться співмножник  X j-i + 1. А ділення без остачі неможливе, оскіль​ки  j-і<n<=q, а q-найменше число, при якому ділення 
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 без остачі на  Р (X) можливе. Теорему доведено.

Важливість теореми 7 полягає в тому, що при передачі інфор​мації на значні відстані в дискретних каналах з пакетними помил​ками імовірність подвійних помилок вища, ніж для пакетів різної довжини. Тому доцільно будувати такий циклічний код, що обов'яз​ково розпізнає дві помилки.

Деякі наслідки теореми 7.   Для коректуючих кодів з відстан​ню Хеммінга- d =3 зв'язок між числом допоміжних розрядів  r  і загальною довжиною комбінації  n   такий:
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Таке співвідношення було розглянуто при вивченні кодів Хеммінга.

На основі теореми 7 для циклічних кодів значний інтерес мають значення величини q, визначені як 
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, де m-ціле число. Причини такі: доведено, що в такому випадку двочлени  
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+ 1  є  найменшими загальними кратними для всіх без винятку незвідних поліномів ступеня m (незвїдний - коли в ньому зроб​лені всі скорочення і його не можна розкласти на множники). Крім того, двочлен  
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+ 1  ділиться без остачі на  X +1.Таким чином, можна зробити висновок: для будь-якого m мож​на побудувати циклічний код довжиною n=
[image: image86.wmf]1
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 на основі незвідкого створюючого поліному Р (X)  степеня m), що буде розпіз​навати всі поодинокі та подвійні помилки.

Розглянем приклад. Візьмемо створюючий поліном четвертого степеня  Р(Х)=
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 (m=4  і q= 24 - 1 = 15). Значить, при числі допоміжних розрядів 4 число розрядів не повинно перевищувати 15. А тому число інформаційних розрядів  n0<= 15-4=11. Побу​дуємо циклічний код на основі інформаційної частини 10011001, якій відповідає поліном  G(X)= Х7+ Х4 + Х3+1.  Одержимо:

G(x)
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Після відповідного ділення маємо: 
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  одержимо залишок  R(X)=X+1, якому відповідає код ООІІ. Таким чином, циклічний код буде мати вигляд:  100110010011.
7.4.3. Вибір створюючих поліномів

Тип створюючого поліному має велике значення, а вибір потріб​но узгоджувати з довжиною його комбінації n, числом інформа​ційних n0 або службових r розрядів. Зрозуміло, що коректуючі коди потрібно будувати з мінімальною надлишковістю, але з певними наперед заданими коректуючими можливостями.

При кодовій відстані 
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=3 є точне співвідношення для n, n0 та r має такий вигляд: 
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 Якщо 
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 на основі цих співвідношень взяти максимальним, то надлишковість буде мінімальною без порушення коректуючих можливостей.

В загальному випадку для  d>3 таких точних співвідношень не існує, але є деякі приблизні грубі оцінки. Приведемо для прик​ладу оцінку за Хеммінгом. Домовимось, що коректуючий код довжиною n-розрядів з n0 інформаційними та r службовими розрядами по​винен  виявляти  
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  помилок.

Тоді всі можливі комбінації з помилками від однієї до 
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, які треба розпізнати, створюють для кожної з дозволених комбіна​цій підмножину M, причому 
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Разом з однією неспотвореною комбінацією це буде мати такий виг​ляд:
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Всього ж таких комбінацій серед загального числа можливих буде:
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    звідки очевидні співвідношення:
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З останніх співвідношень та враховуючи, що r = n - n0, одержимо:

r > log
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   Підберемо та обґрунтуємо вибір створюючих поліномів. Кодами, що мають високі коректуючі можливості, с так звані коди Боуза-Чоудхурі-Хоквінгема (БЧХ). В них довжину кодової ком​бінації вибирають з відомого співвідношення  
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 а створю​ючий поліном Р(Х) знаходять як найменше спільне кратне (НСК) так званих мінімальних поліномів  
[image: image103.wmf])

(

x

i

a

, які розроблені математиками і зведені в спеціальні таблиці. Таким чином:

Р(х)=
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  (7.4)
Частину таблиці мінімальних незвідних поліномів приведено нижче (табл.7.2).

Таблиця 7.2

	і
	di(x) при m рівному
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 Такі коди можна одержати тільки для непарних значень відста​ні Хеммінга d. Якщо потрібно одержати такі коди для парних зна​чень  d, то досить створюючий поліном Р (X)   помножити на ( X + 1 ), що збільшить  d  на одиницю.

При виборі полінома  Р(X)   потрібно дотримуватись умови, щоб він входив як співмножник в двочлен 
[image: image115.wmf]n

x

+1, оскільки на ос​нові теореми 7 будуть розпізнаватись подвійні помилки.

Розглянемо на прикладі, як побудувати код БЧХ, коли задано: n=31 та   d= 5. Враховуючи, що потрібно виконати умову n=
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, находимо m=5. З другого боку,  d - 2 = 3, тому останнім співмножником в рівнянні (7.16) буде 
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. А це значить, що для побудови полінома  Р(х) за формулою (7.16) потрібно подивитись на графу, де  m = 5 (табл.7.2) і взяти звід​ти два поліноми, а саме 
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 (за порядком слідування зверху вниз). Отже:

  а1 (х)=х5+ х2 + 1;
а3(х)= х5+х4 + х3 + х2+1;
Р(х)= а1 (х) а3 (х)=х10+х9+х8+х6+ х5+х3+1; 

Щоб збільшити кодову відстань до шести, достатньо помножити одер​жаний створюючий поліном на (X+1), що дасть:

P(х)= х11+х8+ х7+х5+х4+х3+1;
Такий спосіб збільшення кодової відстані можна застосовувати для будь-якого систематичного коду з непарним  d.
У зв'язку з тим, що циклічні коди одержали найбільше поши​рення в системах передачі даних різного призначення, є тенденція до їх стандартизації, що викликає потребу стандартизації і ство​рюючих поліномів. Труднощі полягають в тому, що умови роботи різ​них систем передачі дуже різні, в також різниця в вимогах до дос​товірності передачі. Вирішення задачі стандартизації методів збільшення достовірності передачі за допомогою коректуючих кодів дало б в ряді випадків багато корисного: можна було б комплекту​вати системи передачі деякими стандартними блоками, узгоджувати роботу різних пристроїв передачі даних. Міжнародний консультатив​ний комітет з телефонії і телеграфії рекомендував для підвищення достовірності прийому інформації в середньошвидкісних системах використовувати коректуючі коди з довжиною комбінацій 260, 500, 980 розрядів. При цьому у всіх випадках брати створюючий поліном типу

P(х)= х16+х12+ х5+1;

Йому відповідав код БЧХ з  d= 4 (одержано при  d= 3 + І),m=І5 - один поліном   
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   із таблиці мінімальних незвідних по​ліномів (типу табл.7.2), який помножено на х+1, щоб збільшити d на одиницю.

Багаторазові подовжені випробування коду БЧХ за різних умов роботи показали високу його ефективність. Наприклад, при викорис​танні цього коду для передачі даних по комутованих телефонних ка​налах загального призначення частота невірного прийому восьми-розрядних комбінацій (байтів), якими кодуються символи, не переви​щувала  
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 при імовірності спотворення одного двійкового елемен​ту 
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Розглянемо деякі питання щодо довжини кодових комбінацій. Цілком слушно при виборі числа  n  враховувати, що джерелом і споживачем даних є комп’ютери, які обмінюються з другими комп’ютерами або яки​мись зовнішніми пристроями через слова, кратні байтам. Звідси можна зробити висновок, що інформаційна частина циклічних корек​туючих кодів повинна мати довжину, кратну байтам. З іншого боку, циклічні коректуючі коди не дають можливості вільно поводитись з числом інформаційних розрядів при заданій довжині ходової від​стані (відстань Хеммінга), чи вибраному числі службових розрядів. Тому на практиці дуже часто скорочують довжину циклічних кодів за рахунок зменшення числа інформаційних  розрядів. Такі коди прийнято називати укороченими.

Коректуючі можливості укорочених циклічних кодів не гірші, ніж у нормальних повних (неукорочених) циклічних кодів. Надлишковість вища, а техніка кодування і декодування не змінюється. Між тим циклічне зміщення кодової комбінації укороченого коду не завжди дає дозволені комбінації, тому укорочені коди називають псевдоциклічними. Рекомендовані МКТТ довжини комбінації цикліч​ного коду в 250, 500, 980 розрядів при одному і тому ж створю​ючому поліномі P(х)= х16+х12+ х5+1 приводять псевдоциклічних кодів, а неукорочений повний код повинен був би мати тільки ін​формаційних розрядів  n0= 2 15 –1= 33000 .
7.4.4. Синтез кодерів та декодерів
Функції кодування і декодування легко вирішуються програмно або з використанням мікропроцесорної техніки. Проте в системах передачі даних використовують спеціалізовані набагато простіші пристрої. Пристрої, які на основі інформаційної частини створю​ють циклічний код, називаються кодерами, а ті, що його декодують, декодерами.

Щоб зрозуміти суть роботи кодерів чи декодерів розглянемо прості випадки побудови циклічних кодів, причому співставимо ал​гебраїчні дії відповідним діям у кодах. Нехай маємо інформаційну чотирироарядну частину n0 у вигляді коду 1001 та створюючий поліном  Р(х)=х3+х+1. Згідно з правилами одержання циклічних кодів будемо ділити 
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 на  Р(х) для одержання остачі R(х):

G(х)= 1+х3
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Остачі R(х)=
[image: image125.wmf]2
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+х  відповідає код 110, а циклічний код від​повідно буде ІОО111О.

Виконаємо ділення в кодах  
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  на Р (X) для одержання остачі.

Звернемо увагу на те, що кожний крок при діленні в кодах пов'язаний з тим, що код створюючого поліному 1011 виставляють проти старшого значущого розряду дільника, причому чи був цей значущий розряд спочатку, чи появився як результат подальших дій, не має значення (після першого кроку одержали 10000, причо​му значущої одиниці на цій позиції у початковому коді ІООІООО не було).

В приведеному прикладі повторили те, що робили з поліномами, але якби дії в кодах проводили з кроком в один розряд, то тоді б мали:

З коду 0110, який не ділиться далі на 1011, і одержуємо ос​тачу. Підкреслимо, що суть частки нас зовсім не цікавить, нам пот​рібно лиш вірно одержати остачу.

Із останнього прикладу бачимо, що для побудови кодера слід мати   г -розрядний зсувний регістр (далі будемо називати r-ре​гістром), однорозрядний суматор "за модулем 2" (будемо називати аналізатором) і деякі найпростіші схеми (рис.7.1), які дозволять реалізувати наступний алгоритм.
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Рис.7.1
1. На аналізатор (позначено 
[image: image128.wmf]Å

-) шляхом синхронного зсуву розряд за розрядом зі сторони старших розрядів подається те, що записано в Інформаційному n0-розрядному регістрі (він та​кож зсувний) і в r-регістрі, який перед початком обнуляеться (тому там усі нулі).

Після кожного такту зсуву (такт - зсуву на один розряд) у випадку одиниці на виході аналізатора (одиниця буде, коли на один з входів іде нуль, а на другий - одиниця, чи навпа​ки) до того, що в r-регістрі, добавляється порозрядно "за модулем 2" код створюючого полінома без старшого розряду.

Після n0 тактів, коли скінчилась інформаційна частина, в r-регістрі залишиться потрібна остача.

Табл.7.3 пояснює роботу описаного алгоритму за мал.7.1 для того ж самого прикладу, коли інформаційна частина - І001, код створюючого поліному – 1О11, а без старшого розряду - 011.

На основі рис.7.1 і приведеного алгоритму можна синтезувати кодер, спрощену схему якого приведено на рис.7.2.
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Рис.7.2 

До складу кодера входять:

1)r-розрядний зсувний регістр, що має деяку кількість суматорів за модулем 2" (позначено-
[image: image130.wmf]å
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), що дорівнює числу одиниць в створюючому поліномі без однієї, причому суматори  
[image: image131.wmf]å
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 скоять на вході тих тригерів, в яких будуть одиниці, як​що  записати код створюючого полінома без старшого розряду;

2) три ключі К1 , К​2 , К3 ;
3) аналізатор на базі суматора "за модулем 2", з вихо​дом на  К3  .
Робота кодера.   В початковому стані ключі  К1  і   К3 від​криті, а  K2  - закритий. Доки здійснюється n0 тактів синхрон​ного зміщення інформаційних розрядів, інформаційна частика через ключ К1 розряд за розрядок виходить в канал, а також поступає на один з входів аналізатора (
[image: image132.wmf]å

). В цей час на аналізатор такт за тактом поступають також старші розряди r-регістру і згідно а описаним алгоритмом в r -регістрі формується остача. Через nо тактів, ключі   К1  та К3, закриваються, але відкривається ключ К2 і з тією ж тактовою частотою одержана остача виходить в канал вслід за інформаційною частиною.

Декодер в своєму складі, крім розглянутого пристрою, має ще буферний регістр для прийому і запам'ятовування прийнятої інфор​мації. Працює пристрій так, як описано раніше, але під час при​ходу із каналу перших n0 розрядів вони такт за тактом ідуть в буферний регістр і кодер, а потім, починаючи з   п0+ 1-го такту,-тільки в кодер. Після n -го такту, коли закінчується прийом кодо​вої комбінації, схема "або" на r входів якої (на мал.7.2 не показана) подаються сигнали з кожного тригера, видає результат "помилка в", якщо r-регістр не обнулився (тобто, холи спотво​рення циклічного коду привело до ненульової остачі Ігри діленні комбінації на створюючий поліном).

Таким чином, в складі системи передачі даних, яка використо​вує циклічний код, і для передачі, і для прийому досить одного декодера, який буде робити в двох режимах "Передача" або "Прийом".

7.4.5. Коди, що виправляють помилки
Циклічні коректуючі коди розпізнають присутність спотворень розрядів в прийнятих комбінаціях, а це дає підставу підозрілу ін​формацію стирати і автоматично посилати вимогу на повторну її пе​редачу. В основному циклічні ходи так і використовують. Але у них також є спроможність указувати не тільки на наявність помилок в комбінації, але і на номери розрядів, в яких є спотворення. То​ді для виправлення її потрібно лиш інвертувати відповідні розряди.

В теорії інформації показано, що систематичні коди (до яких відноситься і циклічний) можна будувати через так звану породжую​чу матрицю, підсумовуючи відповідні її рядки "за модулем 2".

Для циклічних кодів така матриця може бути побудована дуже просто: достатньо взяти одиничну матрицю І, розмірністю n0*n0, і допоміжну матрицю II, розмірністю n0*r , рядки якої являються відповідними остачами ири побудові циклічних кодів від стрічок одиничної матриці, що є інформаційними частинами циклічного коду:

Зрозуміло, що при заданій інформаційній частині, щоб одержа​ти циклічний код, потрібко просунувати "за модулем 2" ті стрічки породжуючої матриці, що в сумі дають таку ж інформаційну частину.

Декодування можна вести не тільки розглянутим способом, але й на основі певним чином побудованих так званих пєревірчих мат​риць.

Один із способів побудови пєревірчих матриць для циклічних кодів використовує деякі  h(х)   поліноми, які одержуюсь так:
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А сама перевірча матриця  Н має r стрічок, що являють собою код відповідний     h(х)  і доповнений  r -1 нулями. тобто, досить записати код для  h(х), добавити r-І нуль, а решту рядків одержати циклічним зміщенням розрядів цього рядка:

Якщо матрицю  Н  побудовано, то її рядки використовують як окремі перевірки, яких буде r. При цьому перевірчі співвідно​шення заключаються в тому, що у непошкодженого циклічного коду сума "за модулем 2" тих розрядів, номера яких співпадають з ненульовими значеннями відповідного рядка матриці  Н, повинна да​вати нуль. Якщо пошкоджень немає, то всі r перевірок, викона​них таким чином, повинні давати нулі. При умові, що елементами матриці Н є 
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,  суть перевірок  
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  в загальному випадку можна записати так
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Розглянемо простий приклад. Нехай потрібно побудувати цик​лічний код з створюючим поліномом Р(х)=
[image: image137.wmf]3
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+1, де r = 3, а n=23-1=7. Знайдемо h(х) як (
[image: image138.wmf]7
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) : (
[image: image139.wmf]3
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). Відпо​відні підрахунки дають h(x)=
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1

xxx

+++

 (замітимо, що ділення завжди буде без остачі, оскільки на основі раніше сказаного Р(х) вибирать так, щоб він входив співмножником в Xп+ 1).

 На основі одержаного   h(х)   побудуємо пере вірчу матрицю H:
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Тоді перевірчі співвідношення  bі  будуть записуватись так: 
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(7.5)
Візьмем будь-яку чотирирозрядну інформаційну частину, на​приклад, 1011 і побудуємо циклічний код при вибраному для даної матриці  Н  створюючому поліномі Р(х)=х3+х+1. Це буде 1011000. Підрахуємо результати перевірок на основі співвідношень (7.5):
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Помилок немає. 

Будувати перевірчі співвідношення було б значно легше, якби нумерація стовпчиків матриці  H  йшла так, як нумерація розрядів в циклічному коді (тобто справа наліво). Цього легко добитись, якщо рядки перевірчої матриці  Н  записати в  зворотному напрямі.

Виявляється, шо перевірчі співвідношення залишаються в силі, і ми маємо більш вигідну ситуацію для реалізації самих перевірок. Між іншим, побудована таким чином перевірча матриця  H   відпові​дає поліному h(X)   (/сод якого записують в зворотному напрямі по відношенню до коду h(Х)).

Згідно з приведеним раніше прикладом така матриця матиме вигляд:
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а відповідні перевірчі співвідношення будуть записані як система (7.5).

В теорії інформації показано, що над рядками Н дозволяються операції циклічного зміщення на будь-яке число розрядів як вліво, так і вправо, а також підсумувування "за модулем 2" будь-якого числа рядків матриці Н. Внаслідок таких операцій одержуємо знову рядки, на основі яких будуються перевірки.

Враховуючи сказане, можна побудувати такі циклічні коди, які дають можливість не тільки розпізнати факт спотворень в прийня​тій комбінації, а й виправляти певну кількість помилок. Один із способів виправлення - мажоритарне декодування, коли рішення про значення прийнятого розряду приймається за більшістю однотипних результатів непарного числа перевірок. Це можливо зробити для циклічних кодів з непарною кодовою відстанню 
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, де 
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- парне число. Згідно з тим, що було сказано про кодову від​стань раніше (див.формулу (7.2)), в цьому випадку можна розпізна​вати до 
[image: image147.wmf]m

 помилок, або виправляти 
[image: image148.wmf]m

/2  помилок. Крім того, потрібно, щоб створюючий поліном  Р(х)  мав деякі специфічні властивості.

Розглянемо, в чому суть підходу. Побудуємо перевірчу матрицю Н на основі оліному  h(x) . Як відомо, вона буде мати r стрічок та  n стовпчиків:

H=
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За  допомогою дозволених операцій підсумовування рядків та їх циклічного зсуву побудуємо деяку іншу перевірчу матрицю М , що буде мати 
[image: image150.wmf]m

 (парна кількість) рядків (в загальному випадку 
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<= r ):
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При цьому матриця (7.18) повинна мати такі якості:
-тільки один із стовпчиків має всі одиниці;
-всі інші стовпчики мають не більше однієї одиниці.
Згідно із сказаним про перевірчі матриці робимо висновок, що за допомогою матриці М   можна зробити  
[image: image153.wmf]m

  перевірок на парність для розряду, номер якого співпадає з номером одиничного стовпчи​ка в матриці (7.18). Добавивши до цієї множини перевірок ще й очевидну 
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  (тобто враховуємо те, що в  і -му розряді прийнято), одержимо 
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+1 незалежних перевірчих співвідношень для розряду  
[image: image156.wmf]i

a

. Отже, матриця  М  має таку властивість, що кож​ний розряд, за виключенням тільки 
[image: image157.wmf]i

a

, входить в будь-яку із перевірок не більше одного разу. Така множина перевірок відносно розряду
[image: image158.wmf]i

a

 називається системою незалежних перевірок віднос​но 
[image: image159.wmf]i

a

.

Мажоритарне декодування проводиться так: якщо в прийнятій комбінації спотворення відсутні, то всі перевірки відносно  
[image: image160.wmf]i

a

 дадуть нульовий результат. Якщо відбулось спотворення будь-якого тільки одного розряду (в тому числі і того, що перевіряється), то одиничний результат отримаємо тільки в одній перевірці (кожен розряд входить в перевірки на основі матриці (4.І8) тільки один раз), якщо з помилками в двох розрядах-то тільки дві перевірки дадуть по одиниці і т.д.

Рішення відносно значення 
[image: image161.wmf]i
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 приймають за однотипними результатами більшості таких перевірок (включаючи і перевірку 
[image: image162.wmf]i
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Таким чином було перевірено тільки розряд
[image: image163.wmf]i

a

. Відносно інших розрядів, то синхронним пересуванням стовпців перевірчої матриці (7.18) одиничний стовпчик можна поставити на будь-яку позицію. Можна діяти і по-іншому: циклічним зсувом прийнятої комбінації підставляти розряд, що перевіряється, під стовпчик матриці (4.18), в якому - всі одиниці.

Правильне декодування з виправлення помилок можливе тільки тоді, коли в комбінації циклічного ходу спотворено не більш 
[image: image164.wmf]m

/2 розрядів. При описаному методі декодування є можливість розпізна​вати в два рази більшу кількість помилок, а саме 
[image: image165.wmf]m

   (в цьому ви​падку перевірки дадуть ненульовий результат).

Продемонструємо це на прикладі. Нехай треба побудувати деко​дуючий пристрій для циклічного коду БЧХ з даними d=5;  Р(х) =х8+х7+х6+ х4+1 (В цьому випадку  m=4 та  n = 2 - 1 = 15) Теоретично при d = 5 можна виправляти дві помилки, значить, 
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/2= 2, тобто  
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 = 4, а всього перевірок повинно бути (з врахуванням  
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) 
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+1= =5,

Таким чином, будуємо перевірчу матрицю М типу (7.18), що матиме 
[image: image170.wmf]m

=4 рядків і   n= 15 стовпчиків. Розділивши хn+1 на Р(х), тобто хі5+1  на х8+х7+х6+х4+1, одержимо h(x)=х7+ х6+х4+1   або 
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= х7 +х3+х+1.На основі h(х) побудуємо матрицю   Н:
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На основі цієї матриці або підсумовуванням  рядків, або циклічним переміщенням переробимо матрицю М типу (7.18) так щоб одиниці були в крайньому правому стовпчику:
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(7.6)
Звідси для  
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 можна записати такі перевірки: 
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(7.7)
Перевірки для будь-якого іншого розряду можна одержати син​тронним циклічний переміщенням стовпчиків матриці  (7.19) так, щоб стовпчик з одиницями мав такий же номер, як і розряд 
[image: image176.wmf]i

a

, що перевіряється. В даному випадку на основі матриці (7.20) для перевірок 
[image: image177.wmf]i

a

будемо мати:
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(7.8)
Якщо згідно з перевірками (7.8) в правій частині будь-якої перевірки при підсумовуванні індексів буде число j>15, то, враховуючи циклічність зроблених переміщень, відповідний індекс визначають різницею   j - 15.

Пересвідчимось на прикладі, що такий код дійсно виправляє помилки. Візьмемо інформаційну частину ООО111О і побудуємо цик​лічний код 000111010001000. Беремо будь-який, наприклад, п'ятий розряд і робимо перевірки згідно з формулами (7.8):
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(7.9)
Всі перевірки дали вірний результат.

А тепер нехай у п'ятому розряді буде помилка, тобто замість переданого нуля прийняли одиницю. Тоді всі перевірки дадуть нульо​вий результат, окрім п'ятої перевірки ("сам на сам", тобто 
[image: image180.wmf]55
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). Оскільки більшість (чотири) перевірки дали нуль, то і виправляємо одиницю на нуль.

Тепер допустимо, що з помилками восьмий та п'ятий розряди. Робимо перевірку для п'ятого розряду за (7.9). Друга, третя та четверта перевірки дадуть нуль, а перша та п'ята перевірки -одиницю. Рішення за більшістю - потрібен нуль (мажоритарний прин​цип).

Таким чином, ясно, що декодування можна вести тільки на ос​нові матриці, де одиниці в якомусь одному стовпчику, наприклад, першому. Всі інші розряди можуть бути перевірені відповідним циклічним переміщення, прийнятої комбінації так, щоб розряд, що перевіряється, був на першій позиції. Тоді реалізація декодуючого пристрою стане надзвичайно простою.

Відмітимо, що не всі циклічні коди дасть можливість описа​ним способом будувати коди, за допомогою яких виправляються помилки, оскільки з перевірчої матриці  Н , яку можна загасати для коду з будь-яким створюючим поліномом Р(х), не завжди удається одержати матрицю  М  типу (7.18) з відовідніши власти​востями.

7.4.6. Поняття про ітеративні коди
Будь-яку кодову комбінацію з п розрядів, в тому числі і комбінацію коректуючого коду, можна розглядати як п -мірний век​тор. Тоді найпростіший приклад ітеративних кодів буде, коли ряд​ки матриці - є векторами одного коректуючого коду, а стопці другого.

Позиції інформаційних та допоміжних розрядів показані на мал.7.З, де 1,2,3 та 4 в загальному випадку - матриці, причому в матрицю І записано інформаційну частину, в матрицю 2 - перевірчі розряди до кожного інформаційного рядка матриці І, в матрицю З - до кожного стовпчика матриці І, а в матрицю 4 - допоміжні розряди до стовпців матриці 2.
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Рис. 7.З

Аналогічно цьому ітеративні коди можна будувати на основі трьохмірних таблиць та більш високих розмірностей, для яких гра​фічних аналогів не існує.

Для ітеративних кодів, як доведено, справедливі співвідно​шення
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Де  
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 - кодова відстань ітеративного коду; q- число іте​рацій;   
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  - кодова відстань для одного виду ітерації.

Для найпростішого випадку q = 2, тобто 
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 При чому 
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- кодові відстані для рядків і стовпчиків.

Коефіцієнти надлишковості q -мірних ітеративних кодів роз​раховують так:
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де п0i  та rі  - числа інформаційних та перезірчмх розрядів в рядку, стовпчику і т.д.

Ітеративні коди иають дуже великі захисні можливості, але внаслідок складності кодування та декодування використовують головниv чином варіант з q=2.

Розглянемо найпростіший варіант, коли перевірки за рядками та стовпчиками виконуються на парність числа одиниць.
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В цій матриці 
[image: image190.wmf]ij
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- значення двійкових розрядів; 
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  -довжина рядків; 
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 - кількість розрядів в стовпчику;

Поі та  П02 - кількість інформаційних розрядів в рядку та стовпчику.

Таким чином,
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В розглянутому коді  d = d2i =22= 4, тобто він спроможний ви​являти до трьох помилок, а також одну виправляти.

При декодуванні перевіряється парність одиниць в кожному рядку, а потім в кожному стовпчику. Якщо парності немає, то ви​робляється сигнал "Помилка". Виправлення однієї помилки базуєть​ся на тему, що в цьому випадку буде непарність одиниць в рядку і стовпчику, які перетинаються в місці спотвореного розряду.

Легко переконатись, що одно-, дво-, три- і основна маса чо​тирикратних, всі п'ятикратні і т.д. помилки пізнаються. З прак​тичної точки зору розпізнається будь-яке число спотворень, за винятком деяких чотирикратних, а саме: коли в одному рядку є два спотворення, то стільки ж обов'язково на тих же позиціях бу​де в будь-якому іншому рядку.

Вирахуємо коефіцієнт розпізнавання помилок Kр . Імовір​ність того, що нерозпізнана помилка буде в результаті відповід​них двох спотворень в першому та другому рядках
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де  
[image: image195.wmf]1

p

  - імовірність подвійної помилки в першому рядку; р2 - те ж саме для двох пошкоджень на тих же позиціях в другому рядку;  Рз - імовірність відсутності помилок в останніх  n2-2 рядках.

Відповідні імовірності нерозпізнання помилок  
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 чи інших такого ж типу рівні імовірності  р1,2  і між собою, тому імовірність нерозпізнання
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і, відповідно
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Розглянутий простий коректуючий код добре захищений від дії групових (пакетних) помилок. Він надійно (завжди) розпізнає па​кети довжиною до l=n1+1  включно;
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де зірочками позначені спотворені розряди.   

Як бачимо, пакет, який починається з 
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 і закінчується в 
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, завжди розпізнається, а його мінімальна довжина дорів​нює  n1+1 при тому, що і та j - сусідні рядки (тобто j-i=1).
Якщо в проміжку між  і  та j є т непошкоджених рядків, то довжина пакету, що розпізнається буде n1(т+1)+1 . Пакети дов​жиною  l=n1+2  в основному розпізнаються, але дуже рідко,  мо​жуть і не розпізнаватись, коли рядки сміжні, у першому та друго​му є тільки по два спотворення, причому на тих же позиціях. Та​кий коректуючий код дуже широко використовують на практиці, при​чому кодування та декодування ведуть головним чином програмними методами.

� EMBED Equation.3 ���
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