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Êâàçèñëó÷àéíûå ãðàôû è ñòðóêòóðíàÿ
óñòîé÷èâîñòü ñëîæíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðåíà ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñëîæíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ïðè ñëó÷àéíûõ îòêà-
çàõ. Ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà êâàçèñëó÷àéíûõ ãðàôîâ íàéäåíû îöåíêè ñâÿçíîñòè ñèñòåìû ïðè
çàäàííîì ÷èñëå îòêàçîâ. Èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ ñâÿçíîñòè ñèñòåì, ñòðóêòóðà êîòîðûõ
çàäàíà ýêñïàíäåðàìè.

Ðîçãëÿíóòî ñòðóêòóðíó ñò³éê³ñòü ñêëàäíèõ äèñêðåòíèõ ñèñòåì ïðè âèïàäêîâèõ â³äìîâàõ.
Çà äîïîìîãîþ àïàðàòó êâàç³âèïàäêîâèõ ãðàô³â çíàéäåíî îö³íêè çâ’ÿçíîñò³ ñèñòåìè ïðè
çàäàíîìó ÷èñë³ â³äìîâ. Äîñë³äæåíî åâîëþö³þ çâ’ÿçíîñò³ ñèñòåì, ñòðóêòóðà ÿêèõ çàäàíà
åêñïàíäåðàìè.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ñëîæíàÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà, åêñïàíäåð, êâàçèñëó÷àéíûé ãðàô.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðóê-

òóðà ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì, êàæäîå ðåáðî

êîòîðîãî (ñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàìè ñèñòåìû) ìîæåò ðàçðûâàòüñÿ (âûõîäèòü

èç ñòðîÿ) ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû

áóäåì îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî äàííûé ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì

ïîñëå óäàëåíèÿ çàäàííîãî ÷èñëà åãî ðåáåð. Âàæíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñ-

òèêîé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû òàêæå åñòü íàèáîëüøåå ÷èñëî

óäàëåííûõ ðåáåð, ïðè êîòîðîì ãðàô åùå îñòàåòñÿ ñâÿçíûì ñ äîñòàòî÷íî

áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåò

ïðèìåíåí àïïàðàò ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà — êâàçèñëó÷àé-

íûå ãðàôû [1, 2].

Ïóñòü G — îáûêíîâåííûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì G 0

âåðøèí è ìíîæåñòâîì G1 ðåáåð, | |G n0 � , | |G m1 � . Êâàçèñëó÷àéíûì ãðàôîì

íà îñíîâå ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ãðàô G p( ) ñ ìíîæåñòâîì ( ( ))G p G0 0� âåð-

øèí è ñî ñëó÷àéíûì ìíîæåñòâîìU G p� ( ( ))1 ðåáåð, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ Prob ( )u U p� � , åñëè u G� 1 è Prob ( )u U� �0, åñëè u G� 1.
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Ïóñòü H — íåêîòîðûé ïîäãðàô G ãðàôà, à G A[ ] — ïîðîæäåííûé ïîä-

ãðàô íà ìíîæåñòâå âåðøèí A G� 0. Ñòåïåíüþ ïîäãðàôà H áóäåì íàçûâàòü

÷èñëî � ( )H , êîòîðîå îïðåäåëåíî â âèäå � ( ) {( , ) :( , ) ,H x y x y G� � 1 x H� 0,

y H� 0}. Î÷åâèäíî, ÷òî � �( ) ( [ ])H G H� 0 .

Ñâÿçíîñòíîé ôóíêöèåé ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó g k( ) �
� � �min{ ( ) : , | | }� H H G H k0 , ãäå 1 2� �k n / . Ñòåïåíüþ ãðàôà áóäåì íàçû-

âàòü ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü åãî âåðøèíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 	 k G( ) ÷èñëî

ìèíèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ðàçðåçîâ ñâÿçíîãî ãðàôà G.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöèþ [3] êâàçèñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ïðè âîç-

ðàñòàíèè ÷èñëà èõ âåðøèí, ò.å. ïðè n 
 �. Âåëè÷èíó� � mq, q p� 
1 , íàçîâåì

äåêðåìåíòîì êâàçèñëó÷àéíîãî ãðàôà G p( ). Î÷åâèäíî, ÷òî äåêðåìåíò — ýòî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷èíû m U
 | |, ò.å. ÷èñëà óäàëåííûõ ðåáåð. Â

îáùåì ñëó÷àå äåêðåìåíò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ÷èñëà

ðåáåð èëè âåðøèí ãðàôà: � �� �m) èëè � �� �n). Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

äåêðåìåíòà ãðàôà G p( ), ïðè êîòîðîì ýòîò ãðàô áóäåò ñâÿçíûì ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1 1
o ( ) ïðè n 
 �, íàçîâåì ïîðîãîâûì äåêðåìåíòîì ãðàôà G. Â

äàëüíåéøåì çàïèñü � � o ( )1 áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ��� �m) åñòü ïðîèçâîëü-

íàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî lim )
m

m

�

��� 0 .

Öèêëû, ðàçðåçû è äåêðåìåíò êâàçèñëó÷àéíûõ ãðàôîâ íåêîòîðûõ

êëàññîâ. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1 [1]. Äëÿ âåðîÿòíîñòè P ñâÿçíîñòè ãðàôà G p( ) íà îñíîâå ñâÿç-

íîãî ãðàôà G ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

P G q
k n

k
k� 


� �
�1

1 2/

( )	 .

Êàæäîìó ðåáðó u G� 1 ñâÿçíîãî ãðàôà G ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

íåêîòîðûé öèêë Z u( ) íàèìåíüøåé äëèíû, ñîäåðæàùèé äàííîå ðåáðî u, à

äëèíó òàêîãî öèêëà íàçîâåì öèêëè÷åñêèì èíäåêñîì äàííîãî ðåáðà. Íàè-

áîëüøèé öèêëè÷åñêèé èíäåêñ ðåáåð ãðàôà áóäåì íàçûâàòü öèêëè÷åñêèì

èíäåêñîì ãðàôà G è îáîçíà÷èì z G( ). Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî z G s( ) �
îçíà÷àåò, ÷òî ãðàô G åñòü îáúåäèíåíèåì öèêëîâ äëèíû íå áîëüøå s.

Ïóñòü d G( ) — äèàìåòð ãðàôà G, òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2. Åñëè G — òðåõñâÿçíûé ãðàô, òî z G d G( ) ( )� �2 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4].

Ëåììà 3. Åñëè G — òðåõñâÿçíûé ãðàô, z G s( ) � , òî ñïðàâåäëèâà

îöåíêà � � � �	 k
k k

G m s( )
/ /� 2 2

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f u Z u: ( )
 , êîòîðîå

ñòàâèò êàæäîìó ðåáðó ãðàôà G íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé öèêë, ñîäåðæà-

ùèé ýòî ðåáðî. Ìíîæåñòâî � âñåõ òàêèõ öèêëîâ áóäåì íàçûâàòü ñòàí-
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äàðòíûì ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ öèêëîâ ãðàôà G. Ïóñòü W — íåêîòî-

ðûé ìèíèìàëüíûé k-ðàçðåç. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü ÷èñëî k — ÷åòíîå. Ïîñêîëüêó ðàçðåç W èìååò â êàæäîì öèêëå

ìíîæåñòâà � ÷åòíîå ÷èñëî îáùèõ ðåáåð, òî, î÷åâèäíî, åñòü íå áîëüøå k/2

öèêëîâ ìíîæåñòâà �, êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ W. Òàêèì

îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íå áîëüøå ÷åì m âîçìîæíîñòåé âûáðàòü êàæäîå èç

k/2 ðåáåð ðàçðåçà W è íå áîëüøå ÷åì s âîçìîæíîñòåé âûáîðà îñòàëüíûõ k/2

ðåáåð. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà: 	 k
k kG m s( ) / /� 2 2.

2. Ïóñòü òåïåðü ÷èñëî k — íå÷åòíîå. Òîãäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñò-

âóþò òàêèå òðè ðåáðà, u u u W1 2 3, , � , ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

f u f u Z( ) ( )1 2 1� � , f u Z Z( )3 2 1� � , u Z2 2
1� . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íå áîëüøå

÷åì m âîçìîæíîñòåé âûáðàòü ðåáðî u3 (à ñëåäîâàòåëüíî, è öèêë Z2), ïîñëå

÷åãî åñòü íå áîëüøå ÷åì s âîçìîæíîñòåé âûáîðà ðåáðà u Z2 2
� (à çíà÷èò, è

öèêëà Z2) è íå áîëüøå ÷åì s âîçìîæíîñòåé âûáîðà ðåáðà u Z1 1
� .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûå òðè ðåáðà ðàçðåçà W ìîæíî âûáðàòü íå áîëüøå

÷åì ms2 ñïîñîáàìè, à îñòàëüíûå k 
3 ðåáðà, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, ìîæíî

âûáðàòü íå áîëüøå ÷åì m sk k( )/ ( )/
 
3 2 3 2 ñïîñîáàìè. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

	 k
k kG m s( ) ( )/ ( )/� 
 �1 2 1 2. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 3 äîêàçàíà.

Èç ëåìì 1—3 âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè G — òðåõñâÿçíûé ãðàô, z G s( ) � , òî åãî ïîðîãîâûé

äåêðåìåíò íå ìåíüøå âåëè÷èíû � m s/ , ãäå �� o ( )1 .

Òåîðåìà 2. Åñëè G — òðåõñâÿçíûé ðåáåðíî-ñèììåòðè÷íûé ãðàô, òî åãî

ïîðîãîâûé äåêðåìåíò íå ìåíüøå, ÷åì � m m/ ln , ãäå �� o ( )1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíî, ÷òî òàëèÿ ãðàôà G íå ïðåâûøàåò a mln

[5], ãäå a — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à ïîñêîëüêó ãðàô ðåáåðíî-ñèììåòðè÷-

íûé, òî êàæäîå åãî ðåáðî ïðèíàäëåæèò öèêëó äëèíû íå áîëüøå, ÷åì a mln .

Ñëåäîâàòåëüíî, z G a m( ) ln� . Ïîýòîìó íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò

èç òåîðåìû 1.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ îïèñàí â ðàáîòå [6].

Òåîðåìà 3. Åñëè G — òðåõñâÿçíûé ïëàíàðíûé ãðàô, òî åãî ïîðîãîâûé

äåêðåìåíò íå ìåíüøå âåëè÷èíû � n, ãäå �� o ( )1 .

Äåêðåìåíò êâàçèñëó÷àéíûõ ãðàôîâ íà îñíîâå ýêñïàíäåðîâ. Ýêñ-

ïàíäåðû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå, òåîðèè èíôîð-

ìàöèè, òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè

[7]. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ âûçûâàþò ñëîæíûå äèñêðåòíûå

ñèñòåìû, ñòðóêòóðà êîòîðûõ îñíîâàíà íà ãðàôàõ, ÿâëÿþùèõñÿ ýêñïàí-

äåðàìè.

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ �-ýêñïàíäåðîì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî � �� �0: ( )g k k,

ò.å. äëÿ êàæäîãî H G� , | | /H n0 2� ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî � �( ) | |H H� 0 .

Êâàçèñëó÷àéíûå ãðàôû è ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñëîæíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì
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Áóäåì íàçûâàòü ãðàô ýêñïàíäåðîì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ �-ýêñïàíäåðîì äëÿ

íåêîòîðîãî � �0.

Òåîðåìà 4. Åñëè G —òðåõñâÿçíûé ýêñïàíäåð, òî åãî ïîðîãîâûé äåêðå-

ìåíò íå ìåíüøå, ÷åì � m n/ ln , ãäå �� o ( )1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè G — òðåõñâÿçíûé ýêñïàíäåð, òî, êàê

èçâåñòíî [5, 7], ñïðàâåäëèâà îöåíêà d G a n( ) ln� , ãäå a — íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà. Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
z G c n( ) ln� . Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Ðàññìîòðèì ýêñïàíäåðû îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè s, ãäå s — íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà. Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ýêñïàíäåðû ñóùåñòâóþò óæå ïðè s � 3 [5,

7]. Â äàëüíåéøåì äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè ãðàôà íà îñíîâå

ýêñïàíäåðà ñòåïåíè s áóäåì îöåíèâàòü íå ÷èñëî ðàçðåçîâ, à ÷èñëî� k G( )åãî

ñâÿçíûõ k-ïîäãðàôîâ.

Ëåììà 4. Åñëè G — ãðàô ñòåïåíè s, òî � k
kG ns( ) � 
2 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
åãî ïîðîæäåííûõ k-ïîäãðàôîâ â ìíîæåñòâî k-äåðåâüåâ. Äëÿ ýòîãî ïåðå-
íóìåðóåì ìíîæåñòâî âåðøèí äàííîãî ãðàôà ÷èñëàìè 1 2, , ..., n è êàæäîìó
ïîðîæäåííîìó k-ïîäãðàôó H ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äåðåâî T. Âíà÷àëå
âûáåðåì â ïîäãðàôå H âåðøèíó ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì. Äàëåå, åñëè óæå
ïîñòðîåíî òåêóùåå äåðåâî Tj , j k� , òî âûáåðåì âåðøèíó x j�1 ñ íàèìåíü-
øèì íîìåðîì, êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó äåðåâó, íî êîòîðàÿ ñîåäèíå-
íà ðåáðîì u j ñ îäíîé èç åãî âåðøèí x i . Åñëè òàêèõ ðåáåð íåñêîëüêî, òî
âûáåðåì ñðåäè íèõ òî, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî x i íàèìåíüøåå, è ïîëîæèì
T T xj j j� �� �1

0 0
1{ }, T T x xj j i j� �� �1

1 1
1{( , )}. Ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî, òàê

êàêT H0 0� , à ïîðîæäåííûé ïîäãðàô H ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñò-
âîì H 0 ñâîèõ âåðøèí.

Òåïåðü îöåíèì ÷èñëî k-äåðåâüåâ ãðàôà. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåð-
øèíó ãðàôà è ïîñòðîèì äåðåâî ñ êîðíåì â ýòîé âåðøèíå. Êàæäîå òàêîå
äåðåâî ìîæíî ïîñòðîèòü êàê äåðåâî ïîèñêà â ãëóáèíó èëè DFS-äåðåâî [5].
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì â ãðàôå G
çàìêíóòîé öåïè äëèíû 2k – 2. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ïðîèçâîëüíîå âëîæåíèå äåðåâà â ñôåðó è òîãäà îáõîä ãðàíèöû åäèíñò-
âåííîé êëåòêè îáåñïå÷èò íåîáõîäèìóþ çàìêíóòóþ öåïü äàííîé äëèíû.
Íî ÷èñëî âñåõ çàìêíóòûõ öåïåé ãðàôà G äëèíû l, êàê èçâåñòíî, ðàâíî
Sp Al( ) [5, 8]. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî G — ãðàô ñòåïåíè s, à ñëåäîâà-
òåëüíî, íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A íå ïðåâûøàåò s [8],
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Sp A nsk k( )2 2 2 2
 
� , èç êîòîðîãî âûòåêàåò ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Åñëè G — t-ñâÿçíûé ýêñïàíäåð ñòåïåíè s (ãäå s, t —
êîíñòàíòû), òî åãî ïîðîãîâûé äåêðåìåíò íå ìåíüøå âåëè÷èíû �� �n n t1 1
 / ,
ãäå �� �n o� ( )1 .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G — ýêñïàíäåð ñòåïåíè s, à G p( ) —

ñîîòâåòñòâóþùèé êâàçèñëó÷àéíûé ãðàô, ãäå p n n t� 
 
1 1�� � / , à ���� � �n

� o ( )1 . Çàìåòèì, ÷òî g k k( ) � � , g k t( ) � , 1 2� �k n / .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G p( ) — íåñâÿçíûé. Òîãäà îí èìååò êîì-

ïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ïîðÿäîê êîòîðîé k n� /2.. Åñëè H — òàêàÿ êîìïîíåíòà,

òî î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîðîæäåííûé k-ïîäãðàô G H[ ]0 , êîòîðûé

òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè, è � ( [ ]) ( )G H g k0 � .

Äëÿ âåðîÿòíîñòè Q ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

Q G q ns q
k n

k
g k

k n

k g k� �
� � � �


� �
1 2 1 2

2 2

/

( )

/

( )( )� .

Ïðåäñòàâèì ïîñëåäíþþ ñóììó â âèäå S S S� �1 2, ãäå

S ns q
k t

k g k
1

1

2 2�
� �


�
/

( )

�

, S ns q
t k n

k g k
2

2

2 2�
� �


�
/ /

( )

�

.

Îöåíèì êàæäóþ èç ýòèõ ñóìì îòäåëüíî.

1. Ïîñêîëüêó g k( ) � 3, äëÿ ïåðâîé ñóììû íàõîäèì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

S ns q ns q ns
k t

k g k

k t

k t

k t

1

1

2 2

1

2 2

1

� � �
� �




� �




� �
� � �

/

( )

/ /� � �

2 2 1

1

2 2k t

k t

k tn s
 


� �


� �� �
�/

.

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî S o1 1� ( ).

2. Äëÿ S 2 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

S ns n ns n
t k n

k k k t

t k n

k k
2

2

2 2

2

2 2� �
� �


 


� �


 
� �
/ /

/

/ /�

� �

�

�� � 1

2

2 2�
� �


�
t k n

k ks
/ /�

�� ,

èëè

S s
t k n

k
2

2

�
� �
�

/ /

( )
�

�� .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî s2 1 2�� � / , ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó: S s t
2

22� �( ) /�� �

� �2 12s ot t/ ( )�� .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ âûøå

îöåíêà ïîðîãîâîãî äåêðåìåíòà t-ñâÿçíîãî ýêñïàíäåðà îãðàíè÷åííîé ñòå-

ïåíè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé.

Êâàçèñëó÷àéíûå ãðàôû è ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñëîæíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2016. Ò. 38. ¹ 5 39



Òåîðåìà 6. Åñëè G — t-ñâÿçíûé ðåãóëÿðíûé ñòåïåíè t ýêñïàíäåð ñ

äåêðåìåíòîì � ( ) /n n t1 1
 , ãäå lim ( )
n

n

�

� ��� , òî ãðàô G p( ), p n n t� 
 
1 1� ( ) / ,

ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûå âåðøèíû, à ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì

ñ âåðîÿòíîñòüþ1 1
o ( ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 6.

Êàê èçâåñòíî [5], â ãðàôå G ìîæíî âûáðàòü ìíîæåñòâî B n d/ ( )�1 ïîïàðíî

íåñìåæíûõ âåðøèí. Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàô G p( ), p n n t� 
 
1 1� ( ) / ,

� �� ( )n , è îöåíèì âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç åãî

âåðøèí èçîëèðîâàíà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàííàÿ âåðøèíà íå ÿâëÿåòñÿ

èçîëèðîâàííîé, ñîñòàâëÿåò1
qt . Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî âñå âåðøèíû èç B

ïîïàðíî íåñìåæíû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè Q B( ) òîãî,

÷òî âñå âåðøèíû èç B ÿâëÿþòñÿ íåèçîëèðîâàííûìè:

Q B q e e ot n t q n t tt t

( ) ( ) ( )/( ) / ( ) / ( )� 
 � � �� 
 � 
 �1 11 1 1� .

Ïîñêîëüêó P Q� 
1 , ïîëó÷àåì îöåíêó P o� 
1 1( ), ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-

êàçàòü.

Âûâîäû

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîðîãîâîãî äåêðåìåíòà ãðàôîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ

ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî äëÿ t-ñâÿçíûõ t-ðåãóëÿðíûõ ýêñïàíäåðîâ G íà

n âåðøèíàõ ïðè âåëè÷èíå äåêðåìåíòà � ( )n ïîðÿäêà � t
tn n( ) /� 
1 1 ïðîèñ-

õîäèò ñëåäóþùèé ôàçîâûé ïåðåõîä : åñëè lim ( ) / ( )
n

tn n

�

�� � 0, òî G áóäåò

ñâÿçíûì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 1
o ( ) , à åñëè lim ( ) / ( )
n

tn n

�

� �� � , òî G áóäåò

íåñâÿçíûì ñ âåðîÿòíîñòüþ1 1
o ( ) .
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A.D. Glukhov

QUASI-RANDOM GRAPHS AND STRUCTURAL

STABILITY OF COMPLEX DISCRETE SYSTEMS

Structural stability of complex discrete systems with random failures has been considered. Esti-
mates of the connectivity system under the preset number of failures have been found with the
help of quasi-random graphs. The evolution of connectivity of the systems based of expanders
has been investigated.

K e y w o r d s: complex discrete system, expander, quasi-random graph.
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ÃËÓÕÎÂ Àëåêñàíäð Äìèòðèåâè÷, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò êàôåäðû âûñøåé è âû÷èñëè-

òåëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî àâèàöèîííîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1977 ã. îêîí÷èë Êèåâñ-

êèé ïîëèòåõíè÷åñêèé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — òåîðèÿ ãðàôîâ è åå ïðèìåíåíèå â

òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêå è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå.
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