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О ВЕСЕ КОМПАКТНО ПОРОЖДЕННЫХ ГРУПП 
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Условимся под топологической группой понимать локально 
компактную группу, а под ее подгруппой — замкнутую подгруппу. 
Далее, группа называется индуктивно компактной, если любая 
ее конечно порожденная подгруппа — компактна, и проконечнойу 
если она нульмерна и компактна._Введем обозначения: если X 
подмножество группы G, то через X обозначим замыкание X, че
рез <Х> наименьшую подгруппу G, содержащую Xr e единица Gr 
X (х, X) характер точки х в пространстве X, т. е. наименьшая из 
мощностей локальных баз точки х в пространстве X, со (X) — вес 
пространства X, т. е. наименьшая из мощностей баз пространства Хг 
^ 0 счетный кардинал, с кардинал множества вещественных чисел. 

В связи с примерами [1] (абелева группа, в которой каждое 
дискретное бесконечное множество порождает неметризуемую 
группу) и [2, 25.14] (монотетичная неметризуемая связная абелева 
группа) возникла необходимость описать группы, удовлетворяю
щие следующему условию: для любого бесконечного компактного 
подмножества X группы G, со (X) = со « X » . 

Полностью удалось описать только абелевы группы. Существен
но используются следующие факты: проконечная группа обладает 
локальной базой е из открытых инвариантных подгрупп; любая 
нульмерная компактная (абелева) конечно порожденная группа 
метризуема; % (е, G) < ; $0, если группа G — метризуема [2]. Сле
дующий результат по-видимому известен. 

ЛЕММА 1. Для о-компактной группы G характер точки е 
совпадает с весом группы G. 

. Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть % (е,, G) ~ т, {У} локальная 
база е из открытых предкомпактных окрестностей. Возьмем по 
[2, 8.7] в каждой окрестности У-(ЕЕ {У} по компактной инвариант
ной йодгруппе Ру типа G&. Фактор-группа, GViV, к а ^ ст-компакт-
ное метризуемое пространство, обладает счетной базой 13, т. 2.10г 
с. 49]. Пусть '.{Wvu i > 1} прообразы всех открытых множеств 
из счетной базы группы G/Pv, относительно естественного гомо
морфизма ff: G^GIPy. Пусть ф = {Wvi, i > 1, V<={V}}r 
а 55 множество всех конечных пересечений окрестностей из ф. 
Пусть g произвольная точка G, a U ЕЭ g ее, любая .окрестность. 
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Возьмем Vdg-W, F G { F } . Пусть {Ugb i > 1, UgidG/Pv} 
локальная база точки fv (g), Г\Т=1^§г = fv (#)• Тогда 

gPv = fv1 (fv (g)) = fv (П T=i Ugi) - П S-i fv1 (Ugi). 
Причем, по построению ф, j / ^ 1 (Ugi), i ;> 1} CZ $p. По лемме 
Шуры-Буры [4] найдется конечное число множеств из {/у1 (Ugi)9 
i ^ 1}, пересечение которых содержится в [/. В силу произволь
ного выбора С/ и g, по предложению 1.9 [3, с. 20] S3 есть база 
топологии на G. Далее, $р, как счетное объединение множеств мощ
ности т имеет [4, т. 24, с. 86] мощность т. Тогда и 33 имеет мощность 
т. Следовательмо, со (G) = % (е, (?). 

ЛЕММА 2. Для каждого подмножества X веса т группы G в ло
кальной базе е — {V} найдется семейство окрестностей S С {V} 
мощности х со свойствами; 

1) {xV Г] X, а ; Е Х ' С ^ , F ЕЕ S} база топологии на X мощ
ности т; 

2) е&ш 717 . . ., Ffe e 2, то и f l L i ^ e S. 
Доказательство следует из [5, 1.1.15]. 
ЛЕММА 3. Для любого компактного подмножества X веса т 

нульмерной группы G можно выбрать множество © компактных 
подгрупп со свойствами: 

1) {xS П ^ х ЕЕ X' а X, S Е: ©} база топологии на X мощ
ности т; 

2) П*е®£ = е. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {V} локальная база е из от

крытых компактных подгрупп. Введем обозначение. Для любой 
окрестности единицы U d G через S (U) обозначим следующее 
подмножество подгрупп из {V}: S (U) = {V е= {V} \ xV ZD xU f) 
П X, х €= -ЗГ}« Далее, пусть S подмножество {V} выбранное по 2. 
Множество подгрупп © = {Sv- ^у = П weS(7)M F E 8 } будет 
искомым. Из того, что F e S (F), следует, что для каждого х е= -X"» 
xSy f] X = xV f] X — открытое множество в X. Но тогда, по 2 
\xS П X, х ЕЕ X' С X, 5 ЕЕ ©} база топологии на X мощности т. 
Далее, пусть V произвольная окрестность из {V}. В силу компакт
ности X существует {хг, х2, . . ., хп} CZ X такое, что [J^XtV ZD X. 
По 2 в 8 найдется такое конечное число подгрупп Wj, (X компакт) 
7 = 1 , / , что \Jl

j:=1yj Wj Z) X и каждое множество yjWj f] X со
держится в некотором XjV. Возьмем конечное пересечение W — 
= r\\jWj, по 2 содержащееся в £, и используя тот факт, что клас
сы смежности совпадают или не пересекаются, получаем для каж
дого х Е= X включение 

xWf]XdxWjf]X= yjWj П X с sjF = xV 
для некоторых / = 1 , / и г = 1,тг. Тогда, по определению множе
ства S (W), V Ez S (W) я V Z3 Sw- В силу произвольности выбора 
V имеем П8е@ 5 = е. 
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ЛЕММА 4. Пусть G проконечная группа. Тогда для любого 
бесконечного компакта X CZ G характер точки е в <Х> = Н совпа
дает с весом компакта X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть вес X равен т. По лемме З в Я 
найдется множество © компактных подгрупп такое, что {xS f] X, 
х ЕЕ X' С Х1 S d ©} база топологии на X мощности т и П^еб ^ = е' 
.Каждая подгруппа 5 Е 6 представима в виде пересечения откры
тых подгрупп из локальной базы е в Н. По условию Н обладает 
локальной базой из инвариантных в Н подгрупп. Значит, можно 
считать, что каждая S ЕЕ © инвариантна в Н. Компакт X можно 
покрыть конечным числом открытых в X базисных множеств, 

п 
X = U ./=1 (xjS П X). Далее получаем 

u;=1 (xjS n X) с uJUfo* Л Н) = 
= uLi ( ^ n */#) = u!Lx ̂  (s п #)> 

где xj ^ X, j = i, п. Убедимся, что Л = <^1? . . ., хп} (S f] Н) = 
= <^, . . ., хп, S П ^D = Н;А d Н вытекает из хг, . . ., хп ЕЕ Н', 
Н с: А вытекает из X (Z ( J ^ r ^ (^ П Щ CZ ^4. Вследствие гомео
морфизма 2, 5.33 

HIS Г\Н~ <*lf . . ., *п> (5 П W П # ^ 
- <хх, . .., ^п>/< ,̂ . . . , хпу n s n я = F 

и того, что конечно порожденная /̂  метризуема, получаем, что 
S f] Н типа Сб в Л'. Тогда для каждой подгруппы S ЕЕ © возьмем 
{£/г (5), г > 1} счетное число открытых в Н множеств таких, что 

nZiUi (S) = 5 Л Я . Получаем flsHi U, (S) = Hs (•? П Щ = 
— г. По 4, т. 24, с. 86 множество {Ut (S), i ;> 1, S ЕЕ ©} как счет
ное объединение множеств мощности не более чем т обладает мощ
ностью не более т. Вследствие локальной компактности Н, харак
тер ев Н не превосходит т. Так как вес Н ZD X не меньше веса X, 
а характер е в Н по лемме 1 совпадает с весом Я, то % (е, Н) — т. 

ЛЕММА 5. Пусть G нульмерная индуктивно компактная груп
па. Тогда для любого бесконечного компакта X с С ^ с подгруппы 
<Х> равен весу компакта X. 

Д о к а з а т ел ь с т в о . В индуктивно компактной группе G под
группа <Х> будет компактной. Поэтому по леммам 1 и 4 со (X) = 
= 0 > ( < Г » . • • ' • - . . : • 

С л е д с т в и е . Пусть G проконечная (нульмерная компактно 
порожденная абелева) группа. Тогда в любой окрестности е — U 
найдется компактная инвариантная подгруппа Р такая, что, G 
представима в виде произведения L- Р — G для некоторой метри-
зуемой подгруппы L. >, .< у 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По [2, 5.14] G а-компактна. По [2, 
8.7] в U найдется такая компактная инвариантная подгруппа Р, что 
GIP метризуема. Пусть X компакт порождающий GIP. По [2, 3.12] 
и следствию 4 из теоремы 16 [6, с. 146] в G существует компакт Y 
гомеоморфный X и / (Y) = X, где /: G->- GIP. Поэтому Y метри-
зуем. Тогда по лемме 5 (и [2, 9.14]) L = <У> метризуемая группа, 
и из того, что / (L) = G/P следует LP — G. 

ТЕОРЕМА. Пусть G абелева группа. Для произвольного беско
нечного компакта X CZ G вес <Х> совпадаете весом X тогда и только 
тогда, когда компонента связности е — G0 метризуема. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть G0 
не метризуема. По [2, 9.14] G0 ~ Rn X Е, где п > 0 и Е ф <е> 
связная компактная группа. Используя лемму 1, получаем, что 
со (G0) = со (Е) > Ко- Если со (Е) < с, то по [2, 25.14] Е моноте-
тичная группа, Е = <#>, х ЕИ Е. Если со (Е) > с, то выберем из 
локальной базы е группы Е подмножество окрестностей мощности 
континуум, {Vi4 i ЕЕ / , | / | = с}. Используя 2, 8.7, можно дока
зать, что [~\i&Vi содержит компактную подгруппу Р > типа Gc. 
В силу компактности точка е имеет в Е псевдохарактер, равный 
со (Е), и значит, <е> Ф Р. Пусть /: Е -»- Е/Р ~ Е*. По выбору / \ 
псевдохарактер е в Е* равен с, а значит, % (е-> ^* ) — & №*) — с* 
Тогда по [2, 25.14] Е* монотетичная группа, Е* = <£*>. Пусть 
х Е= Z"1 (х*) — произвольный одноточечный прообраз ж*. Тогда 
/ «•£» = ^*> и п о [5, 3.1.22] о « я » !> с. Далее возьмем любой 
метризуемый бесконечный компакт X a G. Тогда X \J {х} = Q 
тоже метризуемый компакт. Но группа <(?> содержит неметризуе-
мую <^> и поэтому сама не метризуема. Значит, со (Q) < со « ( ? » . 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Предположим, что G0 метризуема. 
Пусть/ : G-+G/G0 ~ G*, со (X) = т. По [5, 3.1.22] вес X* = f (X), 
как непрерывного компактного образа X, не превосходит т. 

Пусть X* бесконечный компакт. По лемме 4 (G* нульмерная 
группа) характер е в ст-компактной группе <А *> равен со (X*) = т*. 
В силу непрерывности отображения / подгруппа G0 трша Gx* в 
5 = / _ i « X * » . Так как G0 метризуема, то характер е в S тоже ра
вен т*. Из ст-компактности связной G0 и компактно порожденной 
<Х*> ~ S/G0 по лемме 8 из [7] следует а-компактность группы S. 
Тогда по лемме 1, вес S равен т*. Далее, из включений S Z) <^> 3 
3 X и рассмотренного выше получаем цепочку неравенств т ^ 
> т* - со (5) > со (<Х>) > со (X) = т. 

ПустьХ* —конечное множество. Тогда группа <Х*> метризуема. 
Последствию 10 [6, с. 154] метризуемой будет и группа S = 
= Г 1 (<Т*>). Получили ^_ = со (5) > со (<Х>) > со (X) - Ко-
Значит, в обоих случаях со « X » = со (X). 
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