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ПЕРЕДМОВА 
 

Пропонований  навчально-методичний  посібник  підготовле-
ний  відповідно  до  програм  з  математики  для  слухачів  підго-
товчих  курсів  ІДП  НАУ. Його  мета - допомогти  абітурієнтам  та  
слухачам  підготовчих  курсів  при  вищих  навчальних  закладах  
оволодіти  точними  методами  розв’язування  систем  лінійних  
алгебраїчних  рівнянь. 

В  посібнику  подано  такі  точні  методи  розв’язування  
систем  лінійних  алгебраїчних  рівнянь  як  метод  підстановки,  
метод  виключення  невідомих,  в  тому  числі  і  метод  Гаусса  та  
метод  Крамера .  Розглянуті  задачі  згруповані  здебільшого  за  
методами  розв’язування.  Наводяться  приклади  розв’язання  не  
лише  основних  типових  задач,  а  також  деяких  нетрадиційних.  
Оскільки   у  посібнику  приділено  значну  увагу   методам  
розв’язування,  то  там  де  це  мало  сенс,  розглядаються  інші  
методи  розв’язання  раніше  розглянутих  задач,  що  допоможе  
слухачам  знаходити  найбільш  раціональні  методи  їх  
розв’язування.  

Розглянуто  багато  задач  з  параметрами  та  модулями.  А  
також  підібрано  великий  різновид  вправ  для  самостійного  
розв’язання,  до  яких  подаються  відповіді. 
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ОСНОВНІ  ПОНЯТТЯ  І  ОЗНАЧЕННЯ 
 
Системою  p  лінійних  алгебраїчних  рівнянь  з  n  

невідомими  nxxx ,,, 21    називається  система  вигляду 
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         (1) 

Величини  pnppnn aaaaaaaaa ,,,,,,,,,,,, 212222111211    нази-

ваються  коефіцієнтами  даної  системи  рівнянь,  причому ija - кое-

фіцієнт,  що  знаходиться  в  i -тому  рівнянні  при  невідомому  jx ,  

де   .,,2,1  ;,,2,1 njpi   Величини  pbbb ,,, 21   називаються  

вільними  членами  першого,  другого,…,  p-го  рівнянь  системи.  
Система  рівнянь  (1)  називається  однорідною,  якщо  всі  числа  

ib   дорівнюють  нулю,  де  pi ,,2,1  ,  і  неоднорідною,  якщо  

хоча  б  одне  ib   відмінне  від  нуля. 

Упорядкована  множина  n  чисел  );;;;( 321 nkkkk    

називається  розв’язком  системи  (1),  якщо  при  підстановці  його  
в  систему  замість  невідомих  nxxx ,,, 21    усі  рівняння  системи  

перетворюються  в  тотожність.  Розв’язати  систему  рівнянь – 
означає  знайти  всі  її  розв’язки  або  довести,  що  розв’язків  
немає. 

Система  рівнянь  називається  сумісною,  якщо  вона  має  
хоча  б  один  розв’язок,  і  несумісною,  якщо  вона  не  має  
жодного  розв’язку.  Сумісна  система  лінійних  рівнянь  
називається  визначеною,  якщо  вона  має  єдиний  розв’язок.  
Сумісна  система  лінійних  рівнянь  називається  невизначеною,  
якщо  розв’язків  більше  ніж  один. 

Система  однорідних  рівнянь  завжди  має  нульовий  
розв’язок  (0;0;…;0).  Якщо  система  однорідних  рівнянь  має  
ненульовий  розв’язок  );;;;( 321 nkkkk  ,  тобто  хоча  б  одне  з  чи- 
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сел  ik   відмінне  від  нуля,  то  така  система  має  незліченну  

множину    розв’язків  виду   nktktkt  ;;; 21  ,  де  Rt . 

Дві  системи  рівнянь  рівносильні,  якщо  будь-який  
розв’язок  першої  системи  є  розв’язком  другої  і  всякий  
розв’язок  другої  системи  є  розв’язком  першої.  Дві  несумісні  
системи  вважаються  рівносильними. 

 
ТОЧНІ  МЕТОДИ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  СИСТЕМ  ЛІНІЙНИХ 

РІВНЯНЬ  З  ДВОМА  НЕВІДОМИМИ 
 

Розглянемо  систему   
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                           (2) ,  

де  yx,  - невідомі,  iii cba ,, - числові  коефіцієнти,  2,1i .  

Розв’язком  такої  системи  називається  упорядкована  пара  
);(  yx   при  підстановці  якої  в  систему  кожне  її  рівняння  

перетворюється  в  тотожність.   
Якщо  0222111  cbacba , то будь-яка  пара  чисел  

буде  розв’язком  даної  системи.   
Якщо  ж  02211  baba ,  але  0  або  0 21  сc ,  то  

система  не  має  жодного  розв’язку,  тобто  несумісна. 
Якщо  0111  cba   і  02 a ,  то  система  набуває  

вигляду  
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Якщо  0111  cba   і  02 b ,  то  система  набуває  

вигляду  
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безліч  розв’язків  виду  
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Якщо  0222  cba   і  01 a ,  то  система  набуває  

вигляду  
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Якщо  0222  cba   і   01 b ,  то  система  набуває  

вигляду  

























,t  де  ,
t

                           t,

;000

 ,

1

111

11

R
b

ac
y

x

yx
b

xac
y

   тобто  має  

безліч  розв’язків  виду  
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Якщо  011  ba   і  01 c   або  022  ba   і  02 c ,  то  
система  несумісна. 

Розглянемо  випадок,  коли  хоч  би  одне  з  чисел  11,ba   та  

22 ,ba   відмінне  від  нуля,  тобто  0  і  0 2
2

2
2

2
1

2
1  baba .  

Система  







222

111 ,

cybxa

cybxa
  називається  системою  лінійних  рівнянь  

з  двома  невідомими,  де  0  і  0 2
2

2
2

2
1

2
1  baba . 

 
МЕТОД  ПІДСТАНОВКИ 

 
Цей  метод  полягає  в  тому,  що  з  одного  рівняння  

визначаємо  вираз  для  однієї  змінної  і  підставляємо  його  в  
інше  рівняння.  Звідси  одержуємо  значення  для  цієї  змінної,  за  
яким  одержимо  значення  першої  змінної. 

Нехай  01 a ,  тоді  виразимо  з  першого  рівняння  x : 
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     і  підставимо  в  друге  рівняння : 
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Якщо   ,01221  baba то  
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   і  підставивши  у  

вираження  x   знайдене  значення  y   маємо,  що  система  (2)  має  

єдиний  розв’язок  );(  yx ,  де  
1

11

a

ybc
x 



   і  

1221
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 . 

Якщо   01221  baba  і  при  цьому  01221  caca ,  то  

одержуємо  рівність  00  y ,  яка  виконується  для  довільних  

Ry ,  тобто  в  цьому  випадку  система  (2)  має  безліч  

розв’язків  виду  R
a

bc
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11 . 

Якщо   01221  baba  і  при  цьому  01221  caca ,  то   

одержуємо  рівність  12210 cacay  ,  яка  не  виконується  при  

жодному  значенні  y ,  тобто  в  цьому  випадку  система  (2)  не  
має   розв’язків. 

Приклад 1.   

Розв’язати  систему  лінійних  рівнянь    
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Розв’язання. 
З  першого  рівняння  знайдемо  53  xy   і  піставимо  цей  

вираз  в  друге  рівняння: 
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Відповідь:     .)2;1();( yx  

Приклад 2.   
При  яких  значеннях  параметрів  ba   і    система  рівнянь  
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byx

yax
   має  єдиний  розв’язок,  має  безліч  розв’язків  

та  не  має  жодного  розв’язку ? 
 Розв’язання. 
З  першого  рівняння  знайдемо  12  axy   і  підставимо  

цей  вираз  в  друге  рівняння: 
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Якщо  3026  aa ,  то  система  має  єдиний  
розв’язок. 

Якщо  
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 то  друге  рівняння  системи  

набуває  вигляду  00  x ,  яке  виконується  для  довільних  
Rx ,  тобто  система  має  безліч  розв’язків. 

Якщо  
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a
  то  друге  рівняння  системи  

не  виконується  при  жодному  значенні  x ,  тобто  в  цьому  
випадку  система  не  має  розв’язків. 

Відповідь:  при  3a   система  має  єдиний  розв’язок; 
                    при  2b і  3 a  система  має  безліч  розв’язків; 
                    при  2b і  3 a    система     не   має     жодного      
                    розв’язку. 
 

МЕТОД  ВИКЛЮЧЕННЯ  НЕВІДОМИХ 
 
Нехай  0  ,0 21  aa ,  тоді  домножимо  перше  рівняння  

системи  (2)  на  2a ,  друге  на  )( 1a   і  додамо  рівняння: 

 ybaybacacaybaxaaybaxaa 2112211221211212  
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 211221122112 )( cacaybabacaca  

                12211221 )( cacaybaba  . 
Далі  все  аналогічно  як  і  в  методі  підстановки. 

Приклад 1.   

Розв’язати  систему  лінійних  рівнянь    
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Розв’язання. 
Перше  рівняння  помножимо  на  4,  а  друге  на  (-3),  після  

чого додамо  рівняння  і  результат  запишемо  замість  другого  
рівняння  початкової  системи: 
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Відповідь:     .)2;1();( yx  

Приклад 2.   

Розв’язати  систему  рівнянь   
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Розв’язання. 
Домножимо  перше  рівняння  системи  на  2  і  додамо  до  

другого  рівняння,  а  результат  запишемо  замість  першого  
рівняння  початкової  системи: 
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При  
2

1
a   система  набуває  вигляду: 
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   тобто  є  сумісною  і  невизначеною   
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та  має  розв’язок  R





  t  де  ,

2
1

t4t; . 

При  
2

1
a   система  несумісна,  оскільки  в  ній  присутнє  

рівняння  120  a ,  яке  має  зміст  лише  при    
2

1
a . 

Відповідь:  при  
2

1
a  система  має  безліч  розв’язків  виду 

R





  t  де  ,

2
1

t4t; ;   при   
2

1
a    система   несумісна. 

 Приклад 3.  

При  яких  значеннях  n   система  рівнянь  
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має  розв’язок,  який  задовольняє  умови  0  і  0  yx ? 
Розв’язання. 
Домножимо  перше  рівняння  на  2  і  додамо  до  другого  

рівняння,  яке попередньо  домножимо  на  (-3),  а  результат  
додавання  запишемо  замість  першого  рівняння  початкової  
системи: 
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При  6n   система  набуває  вигляду  
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система  має  розв’язок  
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уиовою,  цей  розв’язок  задовольняє  умови  0  і  0  yx ,  то  

маємо     12
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Відповідь:   )12;( n . 
 

МЕТОД    КРАМЕРА 
 

Поняття  визначника  виникло  при  розв’язуванні  задачі  
знаходження  загальних  формул  для  розв’язування  систем  
лінійних  рівнянь  через  їх  коефіцієнти  і  вільні  члени. 

В  нашій  системі  двох  лінійних  рівнянь  з  двома  

невідомими  yx   і  :   







,

,

222

111

cybxa

cybxa
  помножимо  перше  

рівняння  на  2b ,  друге  на  )( 1b   і  додавши  ці  рівняння  

одержимо: 12212121 )( bcbcxabba  . Аналогічно, перемноживши  

обидві  частини  першого  рівняння  на  )( 2a ,  другого  на  1a   і  

додавши  ці  рівняння,  одержимо: 12212121 )( cacayabba  .  

Коефіцієнт  при  невідимих  yx   і    у  лівих  частинах  одержаних  

рівнянь  один  і  той  самий  множник  2121 abba  ,  який  
називають  визначником  даної  системи. 

Визначником  другого  порядку  називається  число,  що  

визначається  за  формулою      2121
22

11 abba
ba

ba
 . 

Рівняння  нашої  системи  тепер  можна  записати  у  вигляді  
  xx   та      yy  ,    де    через     yx  ,,    позначають   

визначники 
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2121
22

11 abba
ba

ba
 ,   2121

22

11 cbbc
bc

bc
x  , 

2121
22

11 acca
ca

ca
y  . 

Перейдемо  тепер  безпосередньо  до  метода  Крамера.  Для  
системи  (2)  можливі  два  основні  випадки:  0  або  0  . 

I.  Якщо  визначник  цієї  системи  0 ,  то  система  (2)  

має  єдиний  розв’язок  );(  yx ,  де  








 yx yx    , . 

II.  Якшо  визначник  цієї  системи 0  ,  то  можливі  два  
випадки: 
1)  0 yx   і  система  (2)  має  безліч  розв’язків,  

оскільки  одне  з  її  рівнянь  набуває  вигляду  00  x   або  
00  y ,  і  зв’язок  між  невідомими  визначається  одним  з  

рівнянь  системи  (2); 
2)  0  або  0  yx   і  система  (2)  розв’язків  не  має,  

оскільки  в  ній  буде  присутнім  хоч  би  одне  з  рівнянь: 

yx yx  0  або  0 ,  яке  не  має  змісту. 

Приклад 1. 

Розв’язати  систему  рівнянь   







.234

,53

yx

yx
  

Розв’язання. 
Знайдемо  визначники  даної  системи:  

13494)1(33
34

13



 ; 

;132152)1(3)5(
32

15



 x  

262064)5(23
24

53



 y .   
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Оскільки  0 ,  то система  має  єдиний  розв’язок  

);(  yx ,  де   1
13

13








 xx   та  2
13

26





 yy . 

Відповідь:     .)2;1();( yx  
Приклад 2. 
Дослідити і  розв’язати  систему рівнянь 








           .12

),2(23

myx

xmyx
 

Розв’язання. 
















          .12

,22)3(

           ;12

),2(23

myx

myxm

myx

xmyx
 

Знайдемо  визначники  даної  системи : 

);4)(1(4322)3(
2

23 2 


 mmmmmm
m

m
 

);1)(1(222122
1

22 2  mmmmm
m

m
x  

).1(3)1(3

3343221)3(
12

23








mm

mmmmm
mm

y  

Якщо     0 ,   тобто  
);1()1;4()4;(0)4)(1(  mmm ,  то  система  

має  єдиний  розв’язок  );(  yx ,  де   

4

)1(2

)4)(1(

)1)(1(2













m

m

mm

mm
x x
        та 

4

3

)4)(1(

)1(3













mmm

m
y y
 . 

Якщо  0 ,  тобто  








,4

  ,1
0)4)(1(

m

m
mm   то  

система  має  безліч  розв’язків  або  зовсім  їх  не  має. 



 14

При  4m   маємо: 0 ,  а  030  x ,  тобто  система 

розв’язків  не  має. 
При  1m   маємо:  0 yx ,  тобто  система  має  

безліч  розв’язків.  Дослідимо  якого  вигляду  набувають  ці  
розв’язки.  При  1m   дана  система  набуває  вигляду  
























.t  де  t,21

                       t,

;12

,12

  ;12

,224

Ry

x

yx

yx

yx

yx
  Отже,  

при  1m   система  має  безліч  розв’язків  виду  
.t  де  t),21(t; R  

Відповідь:  при  );1()1;4()4;( m   система  має  

єдиний  розв’язок  ;
4

3
;

4

)1(2














mm

m
  при  4m   система  

не  має  розв’язків;  при  1m   система  має  безліч  розв’язків  
.t  де  t),21(t; R  

Приклад 3. 

Дослідити  і   розв’язати   систему   рівнянь  







.42

,22

byx

yax
 

Розв’язання. 
Знайдемо  визначники  даної  системи : 

;4
2

2
 ba

b

a
    );4(282

4

22
 bb

bx  

).1(444
42

2
 aa

a
y   

Якщо    0 ,    тобто    4ba ,   то   система   має  єдиний 

розв’язок  );(  yx ,  де   
4

82









ab

b
x x
    та   .

4

44










ab

a
y y
  

Якщо  0 ,  тобто  4ba ,  то  слід  розглянути  окремо  
два  випадки:  1a   і  при  цьому  4b   та  1a ,  оскільки  

0 x   при  4b   та  0 y   при  1a . 
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При  4ba   і  1a   маємо:  0 ,  а  0 y ,  тобто  

система  розв’язків  не  має. 
При  1a   і  4b    маємо:  0 yx ,  тобто  

система  має  безліч  розв’язків.  Дослідимо  якого  вигляду  
набувають  ці  розв’язки.  При  1a   і  4b   наша  система  
набуває  вигляду: 
































  .t  де t,

        t,22

        t;

,22

;22

,22

;442

,22

Ry

x

y

yx

yx

yx

yx

yx

Тобто,  при  1a   і  4b   система  має  безліч  розв’язків  виду  
R t  де  ,t)t;22( . 

Відповідь:  при  4ba   система  має  єдиний  розв’язок  

;
4

44
;

4

82














ab

a

ab

b
  при  4ba   і  1a   система  розв’язків  не 

має; при 1a   і  4b  система  має  безліч  розв’язків   
R t  де  ,t)t;22( . 

Приклад 4. 
Знайти  всі  значення  параметра  a ,  при  яких  система  








83

,723

yax

yx
    має  єдиний  розв’язок. 

Розв’язання. 
Знайдемо  визначники  даної системи: 

aa
a

292)3(3
3

23



 .  Дана  система  має  єдиний 

розв’язок   тоді,  коли   0 ,   тобто   92029 aa    
 

 





 






  ;

2

9

2

9
;

2

9
aa . 

Відповідь:   





 






  ;

2

9

2

9
;a .  

   Приклад 5. 
При        яких      значеннях     параметра       a       система 
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1)73(6

      ,4)1(3

ayax

yax
       має   безліч   розв’язків? 

Розв’язання. 
Знайдемо  визначники  даної  системи : 

;327)1(6)73(3
)73(6

)1(3
aaa

a

a





  

;271212812
)73(1

)1(4 22 



 aaaa
aa

a
x  

2732433
16

43



 aa

ay .   

 Дана  система  має  безліч  розв’язків  тоді,  коли  
0 yx ,  тобто   
















       ;0273

,02712

        ,0327

02732712327 22

a

aa

a

aaaa  

9

                ;9

,0)9)(3(

                ,9














 a

a

aa

a

. 

Відповідь:   9a . 
 
Приклад 6. 
При      яких       значеннях      параметра       a      система   







     332

,16

yx

ayax
    не  має  розв’язків? 

Розв’язання. 
Знайдемо  визначники  даної  системи : 

;123
32

6



 a

a
      ;2131833

33

61



 aa

a
x  
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2223
32

1



 aaa

aa
y .   Дана  система  не  має  

розв’язків  тоді,  коли  0   і  при  цьому  .0  або  0  yx   

Оскільки  0   при  4a   і  при  4a   маємо:  09  x   і 

06  y  ,  то  при  4a   дана  система  не  має  розв’язків. 

Відповідь:   4a . 
Приклад 7. 
Знайти  всі  значення  параметра  a ,  при  яких  система  

рівнянь  







085

,034

ayx

ayx
   має  єдиний  розв’язок,  який  

задовольняє  одночасно  умови  0  і  0  yx . 
Розв’язання. 
Знайдемо  визначники  даної  системи : 

;154
5

34





 a
a

           ;24
8

3 2 



 a
a

a
x  

a
a

y 532
85

4



 .  Тоді  дана  система  має  єдиний  

розв’язок  













154

532
;

154

242

a

a

a

a
  при  

4

15
0  a .  За  умовою   

цей    розв’язок     задовольняє    одночасно    умови  0  і  0  yx ,   

тобто   маємо     




























;0532

,0154

;0
154

532

,0
154

242

a

a

a

a
a

a














;
5

32

,
4

15

a

a
 













 )75,3;4,6(

;
5

2
6

,
4

3
3

a
a

a
. 

Відповідь:   ).75,3;4,6(a  
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Приклад 8. 
При  яких  значеннях  параметра   p   система  рівнянь  








142

,33

yx

pyx
    має  розв’язок,  який  задовольняє  умови  

0  і  0  yx ? 
Розв’язання. 
Знайдемо  визначники  даної  системи : 

;12
41

3
   ;212

42

3
p

p
p

p
x 





  

363
12

33
 y .  

Якщо 602120  pp ,  то  система  

несумісна,  оскільки  03  y .   

Якщо  60  p ,  то  система  має  єдиний  розв’язок  












pp

p

212

3
;

212

12
.  Оскільки  за  умовою  0  і  0  yx ,  то  

маємо      








































;0212

,012

;0212

,0
212

12

;0
212

3

,0
212

12

p

p

p
p

p

p

p

p

 









 p
p

p

;6

,12
. 

Відповідь:   таких  значень  параметра  p   не  існує. 
 
Приклад 9. 
Знайти  всі  значення  a   і  b ,  при  яких  рівносильні  

системи  рівнянь    






    1

,2

yx

bayx
       і       







     .12

,232

yx

ayx
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Розв’язання. 

Розглянемо  систему  






   1

,2

yx

bayx
   (1) :  визначники  даної  

системи 

;2
11

2
a

a
      ;

11
ab

ab
x     b

b
y  2

11

2
. 

Розглянемо  систему   







     12

,232

yx

ayx
   (2)   та  знайдемо  

визначники  цієї  системи:    

;134
21

32
   ;72132)2(

21

32



 aa

a
x  

aaa
a

y 


 4221)2(12
11

22
. 

Оскільки  визначник  системи  (2)  01  ,  то  вона  має  

єдиний  розв’язок );(  yx , де .4  і  72 ayax yx 








    

Тоді,  згідно  означення  рівносильних  систем,  системи  (1)  та  (2)  
рівносильні  лише  у  тому  випадку,  коли  система  (1)  сумісна  і  
визначена,  тобто  визначник  системи  (1)  .202  aa    
При  2a   система  (1)  має  єдиний  розв’язок  );(  yx ,  де  

.
2

2
  і  

2 a

b
y

a

ab
x yx

















    Тому  системи  (1)  та  (2)  

рівносильні  тоді,  коли 



















































         ;2

,72
2

,4
2

2

            ;2

  ,4
2

2

,72
2

a

a
a

ab

a
a

b

a

a
a

b

a
a

ab
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;2

,086

,66

;2

,0)2)(72(

,0)2)(4(2
2

2

a

aa

aab

a

aaab

aab

 


















.4

,2

;4

,662

a

b

a

aab
 

Відповідь:  2  і  4  ba . 
Приклад 10. 
Числа  cba ,,   такі,  що  система  рівнянь  








bacyxc

babyax

310)1(

            ,2
     має  безліч  розв’язків,  причому  

(1;3) – один  із  цих  розв’язків. Знайти   числа    cba ,, . 
Розв’язання. 
Знайдемо  визначники  даної  системи : 

);1(
1





 cbac

cc

ba
 

);310()2(
310

2
babcba

cba

bba
x 




  

)1)(2()310(
3101

2





 cbabaa
bac

baa
y . 

Дана  система  має  безліч  розв'язків  тоді,  коли  
0 yx ,   тобто        abcbacbac 10()2()1(   

0)1)(2()310()3  cbabaab     )(  . 
Оскільки  (1;3) -  розв’язок  даної  системи  для  шуканих  

чисел  cba ,, ,  то  для  них  маємо  систему  справедливих  
рівностей : 

























;794

    ,4

;394

        ,4

;31031

          ,23

bc

ba

bac

ba

bacc

baba
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.
4

79
,4
b

c

ba
    Тоді   






 





 1

4

79

4

79
)4()(

b
b

b
b   




 )3410(4)3410(
4

79
)8( bbbbbb

b
bb  










 




4

713
7901

4

79
)8( 2 b

bbb
b

bb  







 0
4

713
7)710(4)710(

4

79
7

b
bbbbb

b
b  

 2222 710
4

49

4

63

4

7

4

13
79 bbbbbbbb  

 0
4

49

4

91
2840 22 bbbb  

 0696323212321 222 bbbbbb  










;0)2321(3

,0)2321(
069632321 22

bb

bb
bbbb  












.
21

2
1

21

23
                 ,0

0)2321(
b

b
bb  

Якщо  0b ,  то  відповідно  04  ba   і  

4

1
2

4

9

4

79





b
c . 

Якщо  
21

2
1b ,  то  відповідно  

21

8
4

21

92
4  ba    і   

3

1

4

1

3

4

4
3

23
9

4

79








b
c . 

Відповідь: 
21

2
1,

21

8
4  або  

4

1
2,0  bacba , .

3

1
c  
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ГЕОМЕТРИЧНА  ІНТЕРПРЕТАЦІЯ  РОЗВ’ЯЗКУ  СИСТЕМИ  ЛІНІЙНИХ  

РІВНЯНЬ  З  ДВОМА  НЕВІДОМИМИ 
 

Кожне  з  рівнянь  системи 







,

,

222

111

cybxa

cybxa
 при 02

1
2
1  ba   

і  02
2

2
2  ba   задає  лінійну  відповідність  між  змінними  x   і y .  

Будь-яка  лінійна  відповідність  між  змінними  x   і y   визначає  в  

прямокутній  системі  координат  XOY   деяку  пряму.  Розв’язок  
цієї  системи -  це  координати  точки  перетину  прямих  

1111 : cybxal    та   2222 : cybxal  . 

Нагадаємо,  що  рівняння  прямої  1l   має  вигляд:  

1

1

1

1

b

c
x

b

a
y    при  01 b  або  11 dxky    і  рівняння  прямої  

2l   має  вигляд:  
2

2

2

2

b

c
x

b

a
y    при  02 b   або  22 dxky  ,  

де  21 , dd - вільні  члени,  
1

1
1 b

a
k    і  

2

2
2 b

a
k   - кутові  

коефіцієнти  цих  прямих. 
Розглянемо  випадки  взаємного  розташування  прямих   1l   

та  2l . 
I.  Прямі  перетинаються  і  система  має  єдиний  розв’язок,  

якщо  кутові  коефіцієнти  прямих  1k   та  2k   різні,  тобто  

2

2

1

1

b

a

b

a
   або  

2

1

2

1

b

b

a

a
 .      

 
II.  Прямі  паралельні  і  система  несумісна,  якщо  

2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
 .                           

 
III. Прямі  збігаються  і  система  має  безліч  розв’язків,   

 

2l  
1l  

2l  1l  
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якщо  
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
 .             

При  цьому  розв’язки  системи  можна  представити  у  вигляді  








 

1

11 t
t;

b

ac
,  де  Rt   або  







 
t;

t

1

11

a

bc
,  де  Rt . 

Зауваження.  Якщо  мати  мову  не  про  прямі  1l   та  2l ,  а  

про  систему  рівнянь  







,

,

222

111

cybxa

cybxa
  то  інколи  необхідно  

проводити  дослідження  і  для  випадків,  коли  одне  з  рівнянь  
перетворюється  в  тотожність  або  суперечливу  рівність.  

Наприклад,  система  рівнянь  







222

111 ,

cybxa

cybxa
  має  безліч  

розв’язків  також  і  у  випадках,  коли  0222  cba   і  01 b   

та   0222111  cbacba .  
Приклад 1. 
Знайти  всі  значення  параметра  a ,  при  яких  система  








                  1

,5)225(2 2

yx

ayax
       не   має   розв’язків. 

Розв’язання. 
Згідно  геометричної  інтерпретації  розв’язку  системи  

лінійних  рівнянь  дана  система  не  має  розв’язків  тоді,  коли  
























    ;

5

2
,425

         ;25

,2225

1

5

1

225

1

2
2

22

a

a

a

aaa
 















5

2

;
5

2

,
5

2

a
a

a
. 

Відповідь:    
5

2
a . 

2l  
1l  
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Приклад 2. 
Знайти  всі  значення  параметра  a ,  при  яких  система   













 



12
2

1
4

        ,3)1(2

ayax

yax
      має    безліч    розв’язків. 

Розв’язання. 
Згідно  геометричної  інтерпретації  розв’язку  системи  

лінійних  рівнянь  має  виконуватись  умова: 

















































         ;
2

1
     ,1224

,4412

;
4

2

12

3

,
4

2

2

1
1

12

3

2

1
1

4

2

a

a

aa

a

a

a

aa

a
 

2

5

;
2

1

  ,
2

5

;
2

1
,52


























 a

a

a

a

a
. 

При  









2

1
;0

2

1
,012

a
a

a
  початкова  система  набуває  

вигляду  







,2

,0

y

x
   тобто  має  єдиний  розв’язок,  що  не  

задовольняє  умову  задачі. 

Відповідь:    
2

5
a . 

Приклад 3.Знайти  всі  значення  параметра  a ,  при  яких  

система  












 



12
2

1
4

        ,3)1(2

ayax

yax
     має  єдиний  розв’язок. 

Розв’язання. 
Згідно  геометричної  інтерпретації  розв’язку  системи  

лінійних  рівнянь  має  виконуватись  умова  
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;
2

1

,
2

5

;
2

1
,4412

2

1
1

4

2

a

a

a

aa

a

a







 













  ;

2

5

2

5
;

2

1

2

1
;a . 

При  
2

1
0

2

1
 aa   початкова  система  набуває  

вигляду  







,2

,0

y

x
   тобто  теж  має  єдиний  розв’зок. 

Відповідь:    
2

5
a . 

Приклад 4. 

При  яких  значеннях  a   система  







1)73(6

      ,4)1(3

ayax

yax
  

має  безліч  розв’язків  і  знайти  ці  розв’язки. 
Розв’язання. 
Згідно  геометричної  інтерпретації  розв’язку  системи  

лінійних   рівнянь  дана  система  має  безліч  розв’язків  тоді,  коли   

виконується  умова   

























;

6

3

1

4

,
6

3

73

1

1

4

)73(

)1(

6

3

a

a

a

aa

a
   





















































 9

;1

,
3

7
,9

  ;1

 ,
3

7
,273

             ;1

            ,
3

7
      ,2433

,21966

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

aa

.  

При  1a   або  
3

7
a   система  не  може  мати  безліч  

розв’язків. 
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При  9a   дана  система  має  вигляд: 

















;4103

,4103

;8206

,4103

yx

yx

yx

yx














.t  де  ,
10

4t3
                        t,

Ry

x
 

Відповідь:   при  9a   система  має  безліч  розв’язків  







 

10

4t3
t; ,  де   Rt . 

Приклад 5. 
При  яких  значеннях  a   прямі  12  ayx   та  23  yx   

паралельні ? 
Розв’язання. 
Згідно  геометричної  інтерпретації  розв’язку  системи  

лінійних   рівнянь  дані  прямі  паралельні  тоді,  коли  

3

2

2

1

13

2
 a

a
. 

Відповідь:    
3

2
a . 

Приклад 6. 
При  яких  значеннях  параметра  a   прямі  axy  4   і  

32  xy   перетинаються  на  осі  ординат ? 
Розв’язання. 
Згідно  умови  задачі,  необхідно  знайти  значення  параметра  

a ,  при  яких  система  рівнянь  







  32

,4

xy

axy
   має  розв’язок,  

абсциса  якого  дорівнює  нулю.  Тобто  маємо 








































.3

 ,0

,3

  ;0

,3

  ,

         ;0

  ,32

,4

y

x

a

x

y

ay

x

xy

axy

     Отже,  3a . 

Відповідь:    3a . 
Приклад 7. 
При    яких    значеннях    a   і    b   прямі    03  byx    і   
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0102  yax   перетинаються  в  точці  (2;-1) ? 
Розв’язання. 

Дані  прямі  перетинаються  тоді,  коли  6
1

2

3
 a

a
.  

Згідно  умови  задачі  необхідно  знайти  значення  параметрів  a   і  

b ,  при  яких  система  рівнянь  







0102

  ,03

yax

byx
   має  розв’язок  

(2;-1)  і  при  цьому  6a .  Тому  підставивши  в  систему  2x   
і  1y   та  врахувавши  6a   одержемо: 


































.4

,7

;6

,4

,7

                ;6

,01022

 ,0123

a

b

a

a

b

a

a

b

 

Відповідь:    4a   і   7b . 
Приклад 8. 
Визначити,  при  яких  значеннях  a   і  b   система  рівнянь  








           32

,3)1(5

yx

byax
     має  безліч  розв’язків. 

Розв’язання. 
Згідно  геометричної  інтерпретації  розв’язку  системи  

лінійних   рівнянь  дана  система  має  безліч  розв’язків  тоді,  коли   





















.5

,9

      ;5

,101

3

3

2

)1(

1

5

b

a

b

aba
 

Відповідь:    9a   і   5b . 
Приклад 9. 
Знайти  всі  значення  параметра  a ,  при  яких  точка  

);(  yxM   перетину  прямих  645  yx   і  106  yax   

задовольняє  умови  0x   та  1y . 
Розв’язання. 

Розглянемо  систему  рівнянь  







.106

,645

yax

yx
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Згідно  геометричної  інтерпретації  розв’язку  системи  
лінійних   рівнянь  дані  прямі  перетинаються  тоді,  коли  

2

15

4

6

5
 a

a
.  Знайдемо  визначники  даної  системи: 

;430
6

45
a

a
          ;44036

610

46
 x  

a
ay 650

10

65
 . 

При  
2

15
a   дана  система  має  єдиний  розв’язок  );(  yx ,  

де  
152

2

430

4








aa

x    і  
152

253

430

650









a

a

a

a
y ,  який  і  є  

точкою перетину  прямих  645  yx   і  106  yax .  Оскільки  

за  умовою 0x   та  1y ,  то  маємо 







































;010

    ,
2

15

;0
152

152253
              ,0152

;1
152

253

,0
152

2

a

a

a

aa
a

a

a
a   









 )10;5,7(
;10

,5,7
a

a

a
. 

Відповідь:   )10;5,7(a . 
 
Приклад 10. 
Числа  cba ,,   такі,  що  система  рівнянь  








bacyxc

babyax

310)1(

             ,2
 має  безліч  розв’язків,  причому  (1;3)- 

один  із  цих  розв’язків.  Знайти  числа  cba ,, . 
 Розв’язання. 
Згідно  геометричної  інтерпретації  розв’язку  системи  

лінійних   рівнянь  дана  система  має  безліч  розв’язків  тоді,  коли  
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ba

ba

c

b

c

a

310

2

1 








.  Оскільки  (1;3) -  розв’язок  даної  

системи  для  шуканих  чисел   cba ,, ,  то  для  них  маємо  систему  

справедливих  рівностей  







;31031

          ,23

bacc

baba
   





























.

4

79
   ,4

;794

    ,4

;394

         ,4
b

c

ba

bc

ba

bac

ba
    Тоді  























 bb

bb
b

b
b
b

ba

ba

c

b

c

a

3410

8

4

79
1

4

79
4

310

2

1

 
























b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

710

7

79

4

713

16

710

7

79

4

713

16
 




















;

710

7

79

4

,
79

4

713

16

b

b

b

b
b

b

b

b




























                          ;
7

10

                           ,
7

9

                         ,
7

13
),79(7)710(4

),713(4)79(16

b

b

b

bbbb

bbbb

 

























































                             ;
7

3
1

                              ,
7

2
1

                              ,
7

6
1

,049632840

,07132836

                        ;
7

3
1

                        ,
7

2
1

                        ,
7

6
1

),79(7)710(4

),713()79(4
22

22

b

b

b

bbbb

bbbb

b

b

b

bbbb

bbbb
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;
7

3
1

,
7

2
1

,
7

6
1

,
21

2
1

       ,0

;
7

3
1

,
7

2
1

,
7

6
1

,0)2321(

;
7

3
1

,
7

2
1

,
7

6
1

,02321

,02321
2

2

b

b

b

b

b

b

b

b

bb

b

b

b

bb

bb

 












.
21

2
1

      ,0

b

b
 

Якщо 0b ,  то  відповідно  04  ba  і  .
4

1
2

4

79





b
c  

Якщо 
21

2
1b ,  то  відповідно  

21

8
4

21

92
4  ba   і  

3

1

4

79





b
c . 

Зауважимо,  що  випадок  03101  bacc   немає  
потреби  розглядати,  оскільки  1 cc   при  жодному  Rc . 

Відповідь: 
4

1
2 ,0  cba  або  ,

21

2
1 ,

21

8
4  ba .

3

1
c  

 
ВПРАВИ  ДЛЯ  ПРАКТИЧНИХ  ЗАНЯТЬ  ТА  САМОСТІЙНОГО  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

1.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  







;923

,1132

yx

yx
    б)  








;1843

,143

yx

yx
    в)  








;425

,34

yx

yx
   

г)  







;42

,623

yx

yx
      д)  








;633

,1

yx

yx
      е)  








;233

,5

yx

yx
 

є)  







;352

,723

yx

yx
     ж)  








.5156

,252

yx

yx
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Відповідь:   а)    ;
13

1
;

13

10
 в)  ;

8

17
;

3

19
 б)  ;)3;1(

































 

  ;
4

3
;

2

1
2 г)















  д) система  несумісна;  е) система  несумісна;  

;
19

5
;

19

3
2 є)















     ж)  система  несумісна. 

2.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  







;642

,32

yx

yx
          б)  








;4412

,13

yx

yx
 

в)  







;1284

,32

yx

yx
         г)  








.12213

,8142

yx

yx
 

Відповідь:   системи  мають  безліч  розв’язків  виду: 

а)  ;t  де  ,)3(t
2

1
t; R






       б)    ;t  де  ,1t3t; R  

в)    ;t  де  ,tt;23 R           г)    .t  де  ,tt;74 R    
 

3.  При  кожному  дійсному  значенні  параметра  m   

розв’язати  систему  рівнянь   







.2

,2

myx

ymx
 

Відповідь:   при  );1()1;( m   система  має  єдиний  

розв’язок  (-2;2 m +2);  при  m =1  система  має  безліч  розв’язків  
виду  (t;2-t),  де  t   R. 

4.  Дослідити  і  розв’язати  систему  рівнянь   







.2

,42

ayx

ayx
 

Відповідь:   при  );4()4;( a   система  має  

єдиний  розв’язок  ;
4

)2(2
;

4

82















a

a

a

a
  при  4a   система  

несумісна. 
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5.  Дослідити  і  розв’язати  систему  рівнянь   








.1)1()12(

,)1()1()1(
2

222

ayaxa

ayaxa
  

Відповідь:  при  );1()1;0()0;1()1;( a  система  

має  єдиний  розв’язок  ;
1

25
;

1

32 22

















a

aa

a

aa
  при  1a   

система  має  безліч  розв’язків  виду  t);0( ,  де t   R;   при  0a   

система  має  безліч  розв’язків  виду  (t;t-1),  де  t   R;  при  1a   
система  несумісна. 

6.  Визначити  кількість  розв’язків  системи  








8)5(2

,354)3(

yax

ayxa
   в  залежності  від  значень  параметра  a . 

Відповідь:  при  7a   і  1a   система  має  єдиний  
розв’язок;  при  7a   система  не  має  розв’язків;  при  1a   
система  має  безліч  розв’язків. 

7.  Визначити,  при  яких  значеннях  p   система  рівнянь  








42

,222

pypx

pypx
  має:  а) єдиний  розв’язок; б) безліч  розв’язків; 

в) не  має  розв’язків. 
Відповідь: а) при  );;2()2;0()0;( p  б) при  ;2p   

в)  при 0p . 
8.  Знайти   всі   значення   параметра   a ,   при  яких  система  

рівнянь  







2412)1(

,12)1(3

yxa

yax
    має  єдиний  розв’язок  і  знайти  

цей  розв’язок. 

Відповідь: 







 5

12
;

5

24

aa
  при );7()7;5()5;(  a . 

9. Показати,  що   система   рівнянь  








5)14()2(3

,2)1(

ayaxa

ayaax
  має  єдиний  розв’язок. 
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10.  Визначити,  при  яких  значеннях  параметра  b   системи  

рівнянь     мають      єдиний     розв’язок:     а)  







;2)1(

,3)1(

ybx

byxb
   

б)  







;1)1(2

,22)1(

bybbx

byxb
    в)  








.5)32(5

,23)32(

ybx

bbyxb
 

Відповідь:  а)  );;2()2;2()2;( b  

                    б)  ;;
3

1

3

1
;1)1;( 






 






b  

                    в)  





 






 ;

4

9

4

9
;1)1;(b . 

11.  Визначити,  при  яких  значеннях  параметра  m   системи  
рівнянь  несумісні:   

а)







;42

,

mymx

mymx
б)







;15)42(3

,156)2(

ymx

yxm
  в)








;123

,1)13(

myx

myxm
 

г)







;1234

,52

yx

myx
  д)








.1

,3)29(2 2

yx

mymx
   

Відповідь:   а)  m =0;   б)  1m ;    в)  ;
6

1
m   г) ;

2

3
m                          

                     д)  
3

2
m . 

12.  Визначити,  при  яких  значеннях  параметра  p   системи 

рівнянь  мають  безліч  розв’язків:    а)  







;354)3(

,8)5(2

pyxp

ypx
 

б)  







;13)3(

,48)1(

pyppx

pyxp
               в)  








;42

,

pypx

pypx
  

г)  







;1

,2

pyx

pypx
                                д)  








.1)1(

,13)4(

pyppx

pyxp
 

Відповідь: а) ;1p  б) ;1p  в) ;2p   г) ;1p  д) .2p    
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13.  При  яких  значеннях  параметра  a   прямі  12  yx   та  

423  yax   перетинаються ? 

 Відповідь:  
3

4
a . 

14.  При  яких  значеннях  параметра  b   прямі  13  xy   та  

32  bxy   паралельні ? 

Відповідь:  
2

3
b . 

15.  При  яких  значеннях  k   прямі  92  yx   і  

185  ykx   перетинаються  в  точці,  яка  лежить  на  бісектрисі  
першого  координатного  кута ? 

Відповідь:  1k . 

16.  При  яких  значеннях  a   система  рівнянь  







142

,33

yx

ayx
  

має  розв’язок,  який  задовольняє  умови  0x   і  0y ? 

Відповідь:  )6;12( a . 

17. При  яких  значеннях a   система  рівнянь 







12

,13

ayx

ayx
  

має  розв’язок,  який  задовольняє  умови  1x   і  4y ? 

Відповідь:  2a . 
 
18.  Визначити,   при    яких    значеннях    a     всі    розв’язки  

системи  







ayx

yxa ,2)1(
   задовольняють  умови  0x   і  

0y . 

Відповідь:   );2(2;1 a . 
 
19.  Знайти  всі  значення  параметра  a ,  при  яких  точка  

);(  yxM   перетину  прямих  23  yx   і  3)1(  yax  

задовольняє  умови  2x   і  0y ? 
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Відповідь:  





  ;

3

4
a . 

20.  При  яких  значеннях  n   існують  розв’язки  системи  

рівнянь  







,64

,3

ynx

nyx
   які  задовольняють  одночасно  нерівності  

1x   і  0y  ? 

Відповідь:  )4;2(n . 

21.  Визначити,  при  яких  значеннях  a   і  b   система  

рівнянь  







32

,3)1(5

yx

byax
   не  має  розв’язків. 

Відповідь:  9a   і  5b . 
22.  При  яких  значеннях  a   і  b   система  рівнянь  







1103

,2)1(

yx

ybax
    невизначена ? 

Відповідь:  6a   і  19b . 
23.  Визначити,  при  яких  значеннях     і     система  

рівнянь







4)25()1(

,)1()1( 2




yx

yx
 має  єдиний  розв’язок  (1;1). 

Відповідь:  0    або  4 ,4   . 

24.  При  яких  значеннях  a   і  b   прямі  03  byx   і  

0102  yax   паралельні  між  собою ? 

Відповідь:  6a   і  5b . 
25.  Визначити,     при     яких      Rb     система     рівнянь   








byax

ayx ,3
   має  хоч  би  один  розв’язок  при  довільних  Ra . 

Відповідь:  3b . 

26.  Дослідити  і  розв’язати  систему  рівнянь  







.

,

bayx

byax
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Відповідь:  при  );1()1;1()1;( a   і  довільному 

b   система  має  єдиний  розв’язок  ;
1

;
1









 a

b

a

b
  при  1a   і  

0b   система  має  безліч  розв’язків  виду  (t;t),  де  t R ;  при  
1a   і  0b   система  несумісна;  при  1a   і  довільному  b   

система  має  безліч  розв’язків  виду  t)(t; b ,  де   t R . 

27.  Знайти  всі  значення  параметрів  a   і  b ,  при  яких  

рівносильні  системи  рівнянь  







3

,12

yx

byax
   і  








.33

,22 2

yx

ayx
 

Відповідь:  2a   і  7b . 
28.  Числа  cba  , ,   такі,  що  система  рівнянь  








bacyxc

babyax

310)1(

,2
  має  безліч  розв’язків,  причому  (1;3)-  

один  із  цих  розв’язків.  Знайти  числа  cba  , , . 

 Відповідь:  
4

1
2  ,0  cba     або   .1 ,1 ,2  cba  

29.  При  яких  значеннях  cba  , ,   система  рівнянь  








abcyxc

babyax

2)1(

,2
  має  безліч  розв’язків,  якщо  )2;1( - один  

із  цих  розв’язків. 

Відповідь:  
3

1
  ,0  cba    або   .0 ,1  cba  
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ТОЧНІ  МЕТОДИ  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  СИСТЕМ  ЛІНІЙНИХ 
РІВНЯНЬ  З  ТРЬОМА  НЕВІДОМИМИ 

 

Розглянемо  систему     












,

,

,

3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

           (3) 

де  zyx  , , - невідомі,  ija - числові  коефіцієнти, 321  , , bbb - вільні  

члени,  3,2,1i   та   3,2,1j . 
Розв’язком  такої  системи  називається  упорядкована  трійка  

);;(  zyx ,  при  підстановці  якої  в  систему  кожне  її  рівняння  
перетворюється  в  тотожність. 

Якщо  всі  0321  bbbaij   при  3,2,1i   та  3,2,1j ,  

то  будь-яка  трійка  чисел  буде  розв’язком  даної  системи. 
Якщо  виконується  хоча  б  одна  з  умов  0ija   і  01 b   

при  1i ,  3,2,1j   або  0ija   і  02 b   при  2i , 3,2,1j ,  

або   0ija   і  03 b   при  3i ,  3,2,1j ,  то  система  

несумісна. 

Якщо  021  bbaij   і  02
33

2
32

2
31  aaa   при  2,1i ,  

3,2,1j   або  031  bbaij   і  02
23

2
22

2
21  aaa   при  3,1i ,  

3,2,1j , або  032  bbaij   і  02
13

2
12

2
11  aaa   при  3,2i , 

3,2,1j ,  то  система  має  безліч  розв’язків. 

Якщо  01131211  baaa   і  02
23

2
22

2
21  aaa , 

02
33

2
32

2
31  aaa   або  02232221  baaa   і   

02
13

2
12

2
11  aaa , 02

33
2
32

2
31  aaa  або 03333231  baaa   

і   02
13

2
12

2
11  aaa ,  02

23
2
22

2
21  aaa ,  то  система  теж  може  

мати  безліч  розв’язків.       

Розглянемо  випадок,  коли  02
13

2
12

2
11  aaa ,  

02
23

2
22

2
21  aaa    і  02

33
2
32

2
31  aaa .  Якщо  хоча  б  два  



 38

рівняння  системи  (3)  являються  несумісними,  то  й  система  
несумісна.  Якщо  ж  сумісна  система  містить  два  однакові  
рівняння,  то  вона  має  безліч  розв’язків. 

 
МЕТОД   ПІДСТАНОВКИ 

Розглянемо  метод  підстановки  для  трьох  лінійних  
алгебраїчних  рівнянь  з  трьома  невідомими  на  прикладі  для  
випадку,  коли  розв’язок  системи  єдиний. 

Приклад  1. 

Розв’язати  систему  рівнянь  













.574

,453

,93

zyx

zyx

zyx

    

Розв’язання. 
Із  першого  рівняння  визначимо  93  zxy   і  

підставимо  цей  вираз  у  друге  і  третє  рівняння: 





























;5)93(74

,4)93(53

,93

;574

,453

,93

zzxx

zzxx

zxy

zyx

zyx

zyx

 














.58203

,49142

,93

zx

zx

zxy

     Із  другого  рівняння  одержаної  системи   

 

визначимо  
2

1449 z
x


   і  підставимо  в  третє  рівняння: 














;58203

,49142

,93

zx

zx

zxy














































.
2

31

,
2

1449
,93

;5820
2

1449
3

,
2

1449
,93

z

z
x

zxy

z
z

z
x

zxy
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Тоді  одержане  значення  
2

31
z   підставимо  в  друге  

рівняння  системи  для  знаходження  x : 























;
2

31

,
2

1449
,93

z

z
x

zzy






































.
2

31
,84

,93

;
2

31

,
2

2

31
1449

,93

z

x

zxy

z

x

zxy

 

Одержані  значення  84x   та  
2

31
z   підставимо  в  

перше  рівняння  останньої  системи  для  визначення  y : 


















;
2

31
,84

,93

z

x

zxy







































;
2

31
,84

,
2

93

;
2

31
,84

,9
2

31
384

z

x

y

z

x

y

 






















.
2

31

,
2

93
,84

z

y

x

 

Відповідь:   














 

2

31
;

2

93
;84);;( zyx .  

 
МЕТОД  ВИКЛЮЧЕННЯ  НЕВІДОМИХ 

При  цьому  методі,  комбінуючи  деяким  чином  рівняння  
системи,  виключають  одне  із  невідомих  у  всіх  рівняннях,  крім  
одного.  Аналогічно  виключають  друге  невідоме  і  в  результаті  
одержують  систему  з  визначеним  уже  одним  з  невідомих,  за  
яким  знаходять  дві  інші  невідомі.  При  цьому  час,  витрачений  
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на  одержання  розв’язку  за  методом  виключення,  буде  залежати  
від  організації  обчислень. 

Продемонструємо  метод  виключення  невідомих  на  
попередньому  прикладі. 

Приклад  1.   

Розв’язати  систему  рівнянь  













.574

,453

,93

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
Домножимо  друге  рівняння  системи  на  (-1)  і  додамо  його  

до  третього  рівняння,  а  результат  запишемо  замість  третього  
рівняння  даної  системи.  Аналогічно  домножимо  друге  рівняння  
системи  на  (-3)  і  додамо  до  першого  рівняння  системи,  а  
результат  запишемо  замість  другого  рівняння  даної  системи.  

Тоді  маємо:          


























.92

,21148

,93

;574

,453

,93

yx

yx

zyx

zyx

zyx

zyx

 

Третє  рівняння  одержаної  системи  домножимо  на  8  і  
додамо  його  до  другого  рівняння,  а  результат  запишемо  
замість  другого  рівняння: 




























;92

,932

,93

;92

,21148

,93

yx

y

zyx

yx

yx

zyx















.92

,
2

93
,93

yx

y

zyx

 

Тоді  одержане  значення  
2

93
y   підставимо  в  третє  

рівняння  системи  для  знаходження  x : 


































;29

,
2

93
,93

;92

,
2

93
,93

yx

y

zyx

yx

y

zyx

 



 41






























;
2

93
29

,
2

93
,93

x

y

zyx















.84

,
2

93
,93

x

y

zyx

 

А  одержані  значення  84x   та  
2

93
y   підставимо  в  

перше  рівняння  останньої  системи  для  знаходження  z : 

















;84

,
2

93
,93

x

y

zyx























;84

,
2

93

,
3

9

x

y

yx
z


























;84

,
2

93

,
3

2

93
849

x

y

z

 











































.
2

31

,
2

93
,84

;84

,
2

93

,
2

31

z

y

x

x

y

z

 

Відповідь:   














 

2

31
;

2

93
;84);;( zyx .  

Приклад  2. 

Розв’язати  систему  рівнянь    












.31833

,6232

,2143

zyx

zyx

zyx

  

Розв’язання. 
Додамо   перше   рівняння   системи  до  другого  рівняння  і   
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результат  запишемо  замість  другого  рівняння  системи,  а  третє  
рівняння  системи  додамо  до  першого  рівняння,  помноженого  
на  (-1)  і  результат  додавання  запишемо  замість  третього  
рівняння  даної  системи: 









































.52

,52

,2143

;1042

,1563

,2143

;31833

,6232

,2143

zx

zx

zyx

zx

zx

zyx

zyx

zyx

zyx

          Оскільки  друге  та  третє  рівняння  одержаної  сумісної  
системи  є  одне  і  теж  рівняння,  то  система  має  безліч  
розв’язків.  Дійсно,  додавши  друге  і  третє  рівняння  системи,  
одержимо: 

.0000055)22()11( Rzzzxzx 
А  з  першого  і  другого  рівняння  останньої  системи  знайдемо  
зв’язок  невідомих  x   та  y   із  невідомою  z .  Отже, 











































;00

,52

,2143

;000

,52

,2143

;52

,52

,2143

z

zx

zyx

zx

zx

zyx

zx

zx

zyx

 






































;t  де  t,z

,5t2

,
3

t45t221

;t  де  t,

,52

,
3

421

R

x

y

Rz

zx

zx
y

   


































.Rt  де  t,

),8(t
3

2
,5t2

R;t  де  t,z

,5t2

),16t2(
3

1

z

y

x

x

y

 

Відповідь:  система     має    безліч     розв’язків      виду   

  .Rt  де  ,t);8(t
3

2
;5t2 
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Приклад  3. 

Розв’язати  систему  рівнянь  












.02

,032

,032

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
Оскільки  маємо  систему  однорідних  рівнянь,  то  (0;0;0)  є  

її  розв’язком. 
Додамо  перше  рівняння  системи  до  другого  рівняння  і  

результат запишемо  замість  другого  рівняння  системи:  








































;02

,02

,032

;02

,0633

,032

;02

,032

,032

zyx

zyx

zyx

zyx

zyx

zyx

zyx

zyx

zyx






























;0)()(

,0)()(

,0

;02

,02

,0)()2(

zyzx

zyzx

zy

zyx

zyx

zyzyx














.0

,0

,0

zx

zx

zy

 

Оскільки  друге  та  третє  рівняння  одержаної  сумісної  
системи  однакові,  то  система  має  безліч  розв’язків.  Дійсно,  
додавши  друге  рівняння  системи  до  третього  рівняння,  
помноженого  на  (-1),  одержимо:  t00  zz ,  де  Rt .   

Отже,   






































R;  tде  t,

,

,

;00

,0

,0

;0

,0

,0

z

zy

zx

z

zx

zy

zx

zx

zy

 














.  tде  t,

t,

t,

Rz

y

x
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Відповідь:  система  має  безліч  розв’язків  виду  
R   tде  t),t;-t;( . 

В  системах  виду    












,

,

,

3

2

1

bazyx

bzayx

bzyax

    де  321  , , , bbba -  деякі  

дійсні  числа,  зручно  виключати  невідомі  таким  методом:  
додаємо  всі  рівняння  системи  і  одержуємо   

321)2()2()2( bbbzayaxa    )( .  Звідки  

2
321





a

bbb
zyx   при  2a ,  після  чого  від  кожного  

рівняння  даної  системи  віднімаємо  рівняння  )(   і  цим  самим  

відразу  визначаємо  невідомі  yx  ,   та  z .  Доречі,  при  2a   

рівняння  )(   набуває  вигляду  321)(0 bbbzyx  ,  яке  

не  має  розв’язків  при  0321  bbb   і  має  безліч  розв’язків  

при  0321  bbb . 

Приклад  4. 

Розв’язати  систему  рівнянь  












.103

,93

,63

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
Додамо  всі  три  ріняння  даної  системи: 

525)(525555  zyxzyxzyx    )( .  
Тепер  від  кожного  рівняння  даної  системи  віднімемо  

одержане  рівняння  )( ,  тобто  маємо: 



























;5102

,592

,562

;103

,93

,63

z

y

x

zyx

zyx

zyx

















.
2

5
,2

,
2

1

z

y

x
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Відповідь:   
















2

5
;2;

2

1
);;( zyx .  

 
Продемонструємо  даний  метод  виключення  невідомих  і  

для  систем  чотирьох  лінійних  рівнянь  з  чотирма  невідомими. 
Приклад  5. 

Розв’язати  систему  рівнянь     
















.7t

,8t

,9t

,6

yx

zx

zy

zyx

 

Розв’язання. 
Додамо  всі  чотири  рівняння  даної  системи: 

10t

30t)(330t3333




zyx

zyxzyx
         )( . 

Тепер  від  кожного  рівняння  даної  системи  віднімемо  
одержане  рівняння  )( ,  тобто  маємо: 







































































.4t

,3

,2

,1

;3

,2

,1

,4t

;107

,108

,109

,106t

;7t

,8t

,9t

,6

z

y

x

z

y

x

z

y

x

yx

zx

zy

zyx

 

Відповідь:     )4;3;2;1(t);;;( zyx . 
 

МЕТОД  ГАУССА 
Цей  метод  є  частинним  випадком  метода  виключення  

невідомих.  Якщо  в  першому  рівнянні  системи  коефіцієнт  при  
невідомій  x   дорівнює  нулю,  то  це  рівняння  слід  поміняти  
місцями  з  рівнянням  системи,  в  якому  коефіцієнт  при  
невідомій  x   відмінний  від  нуля.  

Зауважимо,  що  кожне  рівняння  системи  обов’язково  
записуємо  таким  чином,  щоб  коефіцієнти  при  невідомих  
стояли  один  під  одним,  тобто  коефіцієнти  при  невідомій  x   
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були  під  коефіцієнтами  при  x ,  коефіцієнти  при  невідомій  y   

під  коефіцієнтами  при  y   і  т. д. 
При  цьому  методі  виключаємо  невідому  x   у  всіх  

рівняннях,  крім  вибраного  першого  рівняння.  Аналогічно  
виключаємо  невідому  y   і  в  результаті  одержимо  трикутну  
систему  рівнянь  ( або  ще  називають  діагональну ),  розв’язання  
якої  не  викликає  ніяких  затруднень.  Сам  процес  виключення  
невідомих – це  прямий  хід  метода,  а  розв’язування  трикутної  
системи  лінійних  рівнянь – обернений  хід. 

Слід  пам’ятати,  існує  багато  різних  схем  Гаусса,  які  
мають  ті  чи  інші  переваги.  Наведемо  одну  з  таких  схем  на  
прикладах  лінійних  рівнянь  з  трьома  невідомими. 

 
Приклад  1. 

Розв’язати  систему  лінійних  рівнянь












.3916255

,1812143

,01372

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
 
За    перше    рівняння    виберемо     перше    рівняння    даної   

системи  і  поділимо  всі  його  коефіцієнти  на  коефіцієнт  при  x ,  
який  не  дорівнює  нулю: 














;3916255

,1812143

,01372

zyx

zyx

zyx
















.3916255

,1812143

,0
2

13

2

7

zyx

zyx

zyx

 

 
До  другого  рівняння  одержаної  системи  додамо  перше  

рівняння,  домножене  на  (-3)  і  результат  додавання  запишемо  
замість  другого  рівняння  системи,  а  до  третього  рівняння  
додамо  перше  рівняння,  домножене  на  (-5)  і  результат  
додавання  запишемо  замість  третього  рівняння: 
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Далі  у  другому  рівнянні  всі  члени  поділимо  на  

коефіцієнт  при  y ,  тобто  на  
2

7
:  
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Друге  рівняння  системи  домножимо  на  







2

15
  і  додамо  

до  третього  рівняння,  а  результат  запишемо  замість  третього  
рівняння: 
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Тоді  маємо  трикутну  систему  лінійних  рівнянь: 
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Тепер  зробимо  обернений  хід,  тобто  по  знайденому  
значенню  z   із  другого  рівняння  знайдемо  y   і  по  знайденим  

значенням  y   і  z   із  першого  рівняння  знайдемо  x : 
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Відповідь:     )1;3;4();;( zyx . 
 
Приклад  2. 
Розв’язати   систему   рівнянь     













.31833

,6232

,2143

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
За    перше    рівняння    виберемо     перше    рівняння    даної  

системи.  Друге  рівняння  системи  додамо  до  першого  рівняння,  
домноженого  на  (-2)  і  результат  додавання  запишемо  замість  
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другого  рівняння  системи,  а  третє  рівняння  додамо  до  першого  
рівняння,  домноженого  на  (-3)  і  результат  додавання  запишемо  
замість  третього  рівняння: 
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Оскільки  друге  та  третє  рівняння  одержаної  системи  є  
одне  і  теж  рівняння,  то  система  має  безліч  розв’язків.  Дійсно,  
додавши  друге  рівняння  до  третього,  домноженого  на  (-1),  
одержимо: 

 000001616)22()33( zzyzy  

Rz .  А  з  першого  і  другого  рівняння  останньої  системи  
знайдемо   зв’язок    невідомих   x   і  y    із   невідомою   z .  Отже, 
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Відповідь:  система  має  безліч  розв’язків  виду    
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 50

Приклад  3. 

Розв’язати  систему  рівнянь   
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,132

,22

zyx

zyx
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Розв’язання. 
 
За    перше    рівняння    виберемо     друге    рівняння    даної  

системи,  тобто  поміняємо  місцями  перше  та  друге  рівняння: 
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До  другого  рівняння  системи  додамо  перше  рівняння,  

домножене  на  (-2)  і  результат  додавання  запишемо  замість  
другого  рівняння,  а  до  першого  рівняння  системи  додамо  третє  
рівняння,  домножене  на  (-1)  і  результат  додавання  запишемо  
замість  третього  рівняння: 
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Оскільки  друге  та  третє  рівняння  одержаної  системи  

несумісні,  то  дана  система  також  несумісна.  Дійсно,  додамо  до  
третього  рівняння  останньої  системи  друге  рівняння  і  результат   
запишемо  замість  третього  рівняння: 
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Відповідь:  система  несумісна. 
 
Продемонструємо  метод  Гаусcа  також  і  для  систем  трьох  

лінійних  рівнянь  з  чотирма  невідомими. 
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Приклад  4. 

Розв’язати  систему  рівнянь   
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Розв’язання. 
 
За    перше    рівняння    виберемо     перше    рівняння    даної  

системи.  Друге  рівняння  системи  додамо  до  першого  рівняння,  
домноженого  на  (-1),  а  результат  додавання  запишемо  замість  
другого  рівняння  системи: 
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Помінявши  місцями  друге  і  третє  рівняння  системи,  

одержимо  систему  трьох  лінійних  рівнянь  з  чотирма  
невідомими  трикутного  вигляду: 
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Дана  система  є  сумісною,  але  невизначеною.  Тому  

надамо  невідомій  t  довільних  дійсних  значень,  тобто  Rt ,  а  
зв’язок  невідомих  x , y   та  z   з  невідомою t  знайдемо  з  рівнянь  
останньої  системи.  Отже, 
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Відповідь: система  має  безліч  розв’язків  виду  
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Приклад  5. 

Розв’язати  систему  рівнянь   
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Розв’язання. 
За    перше    рівняння    виберемо     друге    рівняння    даної  

системи,  тобто  поміняємо  місцями  перше  та  друге  рівняння:  
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Друге  рівняння  системи  додамо  до  першого,  домноженого  
на  (-1)  і  результат  додавання  запишемо  замість  другого  
рівняння,  а  третє  рівняння  системи  додамо  до  першого  
рівняння,  домноженого  на  (-3)  і  результат  додавання  запишемо  

замість  третього  рівняння:    
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Оскільки  друге  та  третє  рівняння  одержаної  системи  
несумісні,  то  дана  система  також  несумісна.  Дійсно,  додавши  
до  третього  рівняння  друге  рівняння,  домножене  на  (-1),  
одержимо  рівність: 

2

1
0

2

1
00

2

1
)44()11(  zyzy ,  яка  не  має  

змісту  при  жодному  значенні  невідомих  x , y   та  z . 
Відповідь:   система  несумісна. 
 

МЕТОД  КРАМЕРА 
Визначником  третього  порядку  називається  число,  що  

визначається  за  формулою 

 231231321321332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

 

331221112332312213 aaaaaaaaa  . 

Цей  визначник  обчислюється  наступним  чином:  зі  знаком  
плюс  беруть  всі  добутки  елементів  визначника,  які  на  рис.1  
з’єднані  прямими,  а  зі  знаком  мінус  беруть  всі  добутки  
елементів  визначника,  які  на  рис.2   з’єднані  прямими. 

      “+”           “–”   
                   Рис. 1                                                  Рис. 2 

            
Або  ще  кажуть,  що  зі  знаком  плюс  беруть  добуток  

елементів     визначника,    що     стоять    на     головній     діагоналі  
)( 332211 aaa   та  трикутники  відносно  іншої  діагоналі  )( 312213 aaa ,  

а  зі  знаком  мінус  беруть  добуток  елементів  визначника,  що  
розміщені  на  другій  діагоналі  та  трикутники  відносно  головної  
діагоналі. 

Тому  це  правило  обчислення  визначника  називають  
правилом  “трикутників”  або  ще  правилом  “зірочки”. 
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Визначник  третього  порядку  також  можна  обчислити  за  
правилом  Саррюса:  до  самого  визначника  дописують  два  
перших  стовпця. 

 

                  
З  плюсом  беруть  добуток  елементів  основної  діагоналі  і  

два  паралельні  їй  добутки  ( згори  вниз ).  А  з  мінусом  беруть  
добуток  елементів  допоміжної  діагоналі  і  два  паралельні  їй  
добутки  ( знизу  вгору ). 

 
Перейдемо  тепер  безпосередньо  до  метода  Крамера. 
Для  системи  лінійних  алгебраїчних  рівнянь  













,

,

,

3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

                                                        (3)     

можливі  два  основних  випадки:  0   або  0 . 
 
I.  Якщо  визначник  цієї  системи  не  дорівнює  нулю,  тобто  

0

333231

232221

131211


aaa

aaa

aaa

,  то   система   (3)   має   єдиний   розв’язок  

);;(  zyx ,    де  x ,  y    і   z      визначаються     за    формулами   

 Крамера: 



 xx ,   



 yy ,  




 zz .  При  цьому  x - 

визначник,  одержаний із  визначника     заміною  стовпця  
коефіцієнтів  при  x   на  стовпець  вільних  членів:  
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33323

23222

13121

aab

aab

aab

x  ,    y - визначник,  одержаний  із  визначника  

   заміною  стовпця  коефіцієнтів  при  y   на  стовпець  вільних  

членів:  

33331

23221

13111

aba

aba

aba

y  ,   z - визначник,  одержаний  із 

визначника     заміною  стовпця  коефіцієнтів  при  z   на  

стовпець  вільних  членів:  

33231

22221

11211

baa

baa

baa

z  . 

II.  Якщо  визначник  цієї  системи  0 ,  то  можливі  два  
випадки: 

1)  0 zyx   і  система  (3)  має  безліч  

розв’язків  ( невизначена ); 
2)  0 x   або  0 y ,  або  0 z   і  система  (3)  

розв’язків  не  має  (несумісна ). 
 

Деякі  основні  властивості  визначників: 
● кожний  добуток  містить  елементи  кожного  рядка  і  

кожного  стовпця; 
●  не  може   добуток   містити   два  (чи  більше )  елемента  з  

одного  рядка  (стовпця ); 
●  якщо  один  з  рядків  або  стовпців  визначника  містить  

тільки  нулі,  то  визначник  дорівнює  нулю; 
●  визначник,  який  має  два  однакові  рядки  або  стовпці,  

дорівнює  нулю; 
●  якщо    два    рядка    або    два    стовпця    пропорційні,  то   

визначник  дорівнює  нулю; 
●  якщо  всі  елементи  стовпця  або  рядка  визначника  

мають  спільний  множник,  то  його  можна  винести  за  знак  
визначника. 



 56

Приклад  1. 

Розв’язати  систему  рівнянь  
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,16732
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zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
Обчислимо    визначники    даної    системи: 
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;2162)7(161   

 161263516156221631

1625

1632

611
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21621  . 
Оскільки    0 ,    то    система     має    єдиний     розв’язок  

);;(  zyx ,      де       3
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 xx ,     1
2

2





 yy       та   
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1
2

2








 zz . 

Відповідь:      )1;1;3();;( zyx . 
 
Приклад  2. 

Розв’язати    систему    рівнянь     












.323

,132

,22

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
Обчислимо    визначники    даної    системи: 





 121)3(113)1(1)2(22

231

321

112

 

;03)3(2)2()1(1   

.203)3()2()2()1()1(123

1)3()1(3)1(3)2(2)2(

233

321

112









 x  

Оскільки  0 ,  а  0 x ,  то  дана  система  несумісна. 

Відповідь:   система  несумісна. 
 
Приклад  3. 
Визначити  скільки  розв’язків  має  система  рівнянь   
















.164

,454

,335

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
Обчислимо    визначники    даної    системи: 
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 1111)4(4)5()3(1615

641

514

135

 

;0)5()4(5)3(46   







 )4(41)5()3()1(613

641

514

133

x  

;0)3(46)5()4(311)1(   




 346141)1(41)5(31645

611

544

135

y

 
;0)5()1(5   





 3113)4(44)3(1)1(15

141

414

335

z  

.0)4(45)1()3(4   

Оскільки  0 zyx ,  то  система  рівнянь  

невизначена,  тобто  має  безліч  розв’язків. 
Відповідь:  система  має  безліч  розв’язків. 
 
Приклад  4. 
Визначити,  при  яких  значеннях  параметра  b   система  

рівнянь  












12

,1

,2

zbyx

zyx

zyx

     має  хоч  би  один  розв’язок. 

Розв’язання. 
Знайдемо    основний    визначник     даної      системи 
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421221

12

111

111

 bbb

b

   та  допоміжний  

визначник   5122411

112

111

121

 y . 

Якщо  20420  bb ,  то  система  несумісна,  
оскільки  05  y . 

Якщо  20  b ,  то  система  має  єдиний  розв’язок. 
Відповідь:  );2()2;( b . 
 
Приклад  5. 

Дослідити  і  розв’язати  систему  рівнянь   
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Розв’язання. 
Обчислимо    визначники    даної    системи: 
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121

 aaa

a
y  
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.41102225

51

111

221

 aa

a
z  

Якщо  
3

4
0430  aa ,  то  система  має  

єдиний  розв’язок  );;(  zyx ,  де  
43

12








a

x x
 ,  

43

83










a

a
y y
    та   

43

4








a

z z
 . 

Якщо  
3

4
0  a ,  то  система  несумісна,  оскільки 

012  x . 

Відповідь:  при  
3

1
1a   система  має  єдиний  розв’язок  












 aa

a

a 34

4
;

43

83
;

43

12
;   при   

3

1
1a    система   несумісна. 

Приклад  6. 

Дослідити  і  розв’язати  систему  рівнянь  













.2

,132

,0

bazyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 
Обчислимо    визначники    даної    системи: 

;223413

21

132

111

aaa

a

  

;22220320

2

131

110

baababb

ab
x   



 61

;110120

1

112

101

 baabbba

ab
y  

.1220013

21

132

011

 bbb

b
z  

Якщо  0 ,  тобто  0a ,  то  система  має  єдиний  

розв’язок  );;(  zyx ,  де  
a

ba
x x 22 





 ,  



 yy  

a

ba 1
    та   

a

b
z z 1





 . 

Якщо  0 ,  тобто  0a ,  то  допоміжні  визначники  
набувають  вигляду:  1   ),1(222  bbb yx   та  

1 bz . 

При  0a   і  1b   маємо:  0 ,  а  0 zy ,  тобто  

система  несумісна. 
При  0a   і  1b   маємо:  0 zyx ,  тобто  

система  має  безліч  розв’язків.   
Дослідимо  якого  вигляду  набувають  ці  розв’язки.  При  

0a   і  1b   наша  система  набуває  вигляду: 
 









































;00            

1,     2

,0

 1;      2

1,      2

,0   

;102

,132

,0

yx

zyx

yx

yx

zyx

yx

zyx

zyx

 










































;  tде  t,

,1

,

;  tде  t,

,1

,

;00

,12

,

Rz

zy

yzx

Rz

yz

zyx

z

yx

zyx
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.  tде  t,

1,t

1,-t2

;  tде  t,

,1

,12

Rz

y

x

Rz

zy

zx

 

Тобто,  при  0a   і  1b   система  має  безліч  розв’язків  виду  
t)1;t1;-t2(  ,  де  Rt . 

Відповідь:  при  0a   і  довільному  b   система  має  

єдиний  розв’язок  ;
1

;
1

;
22







 

a

b

a

ba

a

ba
  при  0a   і  

1b   система  несумісна;  при  0a   і  1b   система  має  
безліч  розв’язків  виду  t)1;t1;-t2(  ,  де  Rt . 

 
ГЕОМЕТРИЧНА  ІНТЕРПРЕТАЦІЯ  РОЗВ’ЯЗКУ  СИСТЕМИ  ЛІНІЙНИХ                
                    РІВНЯНЬ  З  ТРЬОМА  НЕВІДОМИМИ. 
Кожне  лінійне  рівняння  з  трьома  невідомими  zyx ,,   

визначає  площину  у  просторі  і  відповідно  три  рівняння  

системи  












,

,

,

3333231

2232221

1131211

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa

      (3)     – три  площини. 

Продемонструємо  випадки  взаємного  розташування  цих  
трьох  площин  321 ,,  ,  заданих  відповідно  першим,  другим  і  

третім  рівняннями  системи  (3). 
I.  Площини  321 ,,    перетинаються  в  одній  точці – 

система  має  єдиний  розв’язок.  Причому  розв’язком  системи  є  
координати  цієї  точки. 
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II.  Одна  з  площин  321 ,,    паралельна  хоч  би  до  

однієї  з  двох  інших  площин – система  несумісна 

 
III.  Всі  три  площини  321 ,,    перетинаються  по  прямій,  

причому  дві  з  трьох  площин  або  навіть  всі  три  площини,  
можуть  співпадати – система  невизначена. 

 
ВПРАВИ  ДЛЯ  ПРАКИЧНИХ  ЗАНЯТЬ  ТА  САМОСТІЙНОГО  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

1.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  













;134

,251083

,10442

zyx

zyx

zyx

      б)  













;2332

,225

,223

zyx

zyx

zyx

 

в)  












;83

,6

,1332

zyx

zyx

zyx

                г)  













;322

,824

,83

zyx

zyx

zyx

 



 64

д)  












;332

,223

,132

zyx

zyx

zyx

                 е)  












.132

,53

,432

zyx

zyx

zyx

 

Відповідь:  а)  ;2;1;1(    б)  ;)1;1;1(   в)  ;)3;2;1(   г) ;)3;2;1(   

д) ;
3

1
;

3

2
;

3

2















    е) 















 

17

11
1;

17

4
1;

17

9
1 . 

 
2.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  













;0324

,022

,03

zyx

zyx

zyx

               б)  













;0324

,022

,03

zyx

zyx

zyx

 

в)  












;032

,023

,023

zyx

zyx

zyx

                  г)  












;02

,043

,022

zyx

zyx

zyx

 

д)  












;01243

,0432

,042

zyx

zyx

zyx

              е)  












.0556

,023

,032

zyx

zyx

zyx

 

Відповідь: а)  ;)0;0;0(  б)  ;)0;0;0(   в)  ;)0;0;0(   г) ;)0;0;0(   

д) система  має  безліч  розв’язків виду t)(-20t;12t; , R;  tде     

е) система  має  безліч  розв’язків  виду t)-5t;-7t;( , R.  tде   
 

3.  Розв’язати  систему  рівнянь    












.164

,454

,335

zyx

zyx

zyx

 

Відповідь:      система      має     безліч      розв’язків      виду 
 

 





 

t
t

;
17

298
;

17

14t15
, R.  tде   
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4.  Розв’язати  системи  рівнянь:   а)  












;6334

,423

,32

zyx

zyx

zyx

  

б)  












;1231510

,123

,132

zyx

zyx

zyx

                         в)  













.166

,4234

,32

zyx

zyx

zyx

 

Відповідь:   системи   несумісні. 
5.  Розв’язати  системи  рівнянь:   

а)  












;114

,54

,24

zyx

zyx

zyx

                 б)  












;10722

,5272

,3227

zyx

zyx

zyx

 

в)  












;5 

,3

,2 

zx

zy

yx

                      г)  
















.9

,8

,3

,1

tyx

tzx

tzy

zyx

 

Відповідь:   а)  ;
3

8
;

3

2
;

3

1















    б)  ;

5

1
1;

5

1
;

5

1















    

в)   ;)3;0;2(    г)   .)8;2;1;4(     

6.  Скільки  розв’язків  має  система  рівнянь   












.

,

,

kzy

nxz

myx

 

Відповідь:  система  має  єдиний  розв’язок. 

7.  Розв’язати  систему  рівнянь    












.

,

,

qzy

rxz

pyx

 

Відповідь:   .
2

;
2

;
2 














  rqprqprqp
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8.  При  яких  значеннях  параметра  b   система  рівнянь  













12

,5

,3

bzyx

zyx

zyx

   має  хоч  би  один  розв’язок ? 

Відповідь:   );1()1;( b . 
9.  Дослідити  і  розв’язати  систему  рівнянь  













.12

,3

,13

azyx

zyx

zyx

 

Відповідь:   при  0a   система  має  єдиний  розв’язок  

;
1

;
2

41
;

2

12






 

aa

a

a

a
  при  0a   система  несумісна. 
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СИСТЕМИ  ЛІНІЙНИХ  РІВНЯНЬ,  ЩО  МІСТЯТЬ  ЗНАК  МОДУЛЯ 
Якщо  хоч  би  одне  з  лінійних  рівнянь  системи  містить  

модуль,  то  його  зручно  розкрити  або  за  означенням,  або  
скориставшись  методом  інтервалів. 

Приклад  1. 

Розв’язати  систему  рівнянь   






.3

,32

yx

yx
 

Розв’язання. 

Оскільки  за  означенням  модуля  








0  при  

,0  при  

xx

xx
x    та 









,0  при  

,0  при  

yy

yy
y   то  розглянемо  такі  випадки: 

1)  при  0x   система  набуває  вигляду  









;3

,32

y

y




















,3

,
2

3

;3

,
2

3

y

y

y

y
  тобто  система  несумісна; 

2)  при  0y   система  набуває  вигляду  









,3
;3

,3
x

x

x
  тобто  упорядкована  пара  (-3;0)  є  

розв’язком  даної  системи; 

3)  при  







0

,0

y

x
  система  набуває  вигляду  









;3

,32

yx

yx
















,2

,1

;63

,23

y

x

y

yx
   тобто  упорядкована  

пара  (1;2)  є  розв’язком  даної  системи,  оскільки  01 x   і  
02 y ; 

4)        при    







0

,0

y

x
       система         набуває         вигляду   
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;3

,32

yx

yx
















,0

,3

;0

,23

y

x

y

yx
   що  не  задовольняє  

даний  випадок; 

5)  при  







0

,0

y

x
  система  набуває  вигляду  









;3

,32

yx

yx
















,0

,3

;03

,23

y

x

y

yx
   що  не  задовольняє  

даний  випадок; 

6)  при  







0

,0

y

x
  система  набуває  вигляду  









;3

,32

yx

yx



























,6

,9

;6

,123

;6

,23

y

x

y

x

y

yx
  

тобто  упорядкована  пара  (9;-6)  є  розв;язком  даної  системи,  
оскільки  09 x   і  06 y . 

Відповідь:     .)6;9(),2;1(),0;3();( yx  
Приклад  2. 

Розв’язати  систему  рівнянь   







.012

,52

yx

yx
    

Розв’язання. 

Оскільки  за  означенням  модуля  








,0  при  

,0  при  

xx

xx
x    то  

розглянемо  сукупність  двох  випадків: 
1)  при  0x   дана  система  набуває  вигляду  
 

 




























;01410

,25

,0

;012

,52

,0

yy

yx

x

yx

yx

x
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,1

,
5

11

,
5

3
,0
;3

,1

,0

;1

,
5

11
,25

,0
;3

,25

,0

;1

,01410

,25

,0
;1

,01410

,25

,0

y

y

x

x
y

x

x

y

y

yx

x
y

yx

x

y

yy

yx

x
y

yy

yx

x

      

тобто        маємо     сукупність      несумісних      систем,      оскільки 








1

,0

x

x
  несумісна  система  і  











1

,
5

11

y

y
   теж  несумісна  система; 

2)  при  0x   дана  система  набуває  вигляду   





























;01104

,52

,0

;012

,52

,0

yy

yx

x

yx

yx

x

 

































































































































































;1

,3

,52

,0
;1

,
5

11

,
5

3
,0

;1

,3

,52

,0
;1

,115

,52

,0

;1

,01104

,52

,0
;1

,01104

,52

,0

y

y

yx

x
y

y

x

x

y

y

yx

x
y

y

yx

x

y

yy

yx

x
y

yy

yx

x

 









,2,2

,6,0

y

x
    оскільки    система    








1

,3

y

y
     несумісна. 
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Відповідь:     )2,2;6,0();( yx . 

Приклад  3. 

Розв’язати  систему  рівнянь    







.12

,

yx

ayx
   

Розв’язання. 
 

Оскільки  за  означенням  модуля  








0  при  

,0  при  

xx

xx
x    та 









,0  при  

,0  при  

yy

yy
y   то  розглянемо  такі  випадки: 

1)  при  0x   система  набуває  вигляду  







,12

,

y

ay
   тобто  

система  несумісна; 
2)  при  0y   система  набуває  вигляду  
















,1

,1

;1

,

a

x

x

ax
   тобто  початкова  система  має  розв’язок    

(-1;0)  при   ;1a   

3)  при  







0

,0

y

x
  система  набуває  вигляду  








,12

,

yx

ayx
  

для  якої  ,0112
21

11
   12

21

1



 a

a
x ,  

a
a

y 


 1
11

1
   і  за  формулами  Крамера  маємо  розв’язок  

12 



 ax x ,  ay y 



 1 ,  який  буде  розв’язком  

початкової  системи  при  тих  a ,  при  яких  
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;01

,012

a

a










 a
a

a

;1

,
2

1
,  тобто  цей  розв’язок  не  є  

розв’язком  початкової  системи  при  жодному  дійсному  значенні  
a ; 

4)  при  







0

,0

y

x
  система  набуває  вигляду  








,12

,

yx

ayx
  

для  якої  0312
21

11



 ,  ,12

21

1



 a

a
x    

a
a

y 



 1

11

1
   і  за  формулами  Крамера  маємо  розв’язок   

,
3

12





a

x   
3

1


a
y ,  який  буде  розв’язком  початкової  

системи  при  тих  a ,  при  яких  


























;01

,012

;0
3

1

,0
3

12

a

a
a

a










 1
;1

,
2

1
a

a

a
,  тобто  

розв’язок   





 




3

1
;

3

12 aa
  є  розв’язком  початкової  системи  при  

;1a  

5)  при  







0

,0

y

x
  система  набуває  вигляду  








,12

,

yx

ayx
   

для  якої  0112
21

11





 ,  12
21

1



 a

a
x ,  

a
a

y 



 1

11

1
  і  за  формулами  Крамера  маємо  розв’язок  

ax 21 ,  ay  1 ,  який  буде  розв’язком  початкової  системи  
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при  тих  a ,  при  яких  








;01

,021

a

a










 1
;1

,
2

1
a

a

a
,  тобто  

розв’язок  )1;21( aa    є  розв’язком  початкової  системи  при  

;1a  

6)  при  







0

,0

y

x
  система  набуває  вигляду  








,12

,

yx

ayx
   

для  якої  0312
21

11



 ,  12

21

1



 a

a
x , 

a
a

y 


 1
11

1
   і  за  формулами  Крамера  маємо  розв’язок 

3

12 


a
x ,  

3

1 a
y


   який  буде  розв’язком  початкової  системи  

при  тих  a ,  при  яких  








;01

,012

a

a
  









 a
a

a

;1

,
2

1
,  тобто  

розв’язок  





 

3

1
;

3

12 aa
  утвореної  системи  не  є  розв’язком  

початкової  системи  при  жодному  дійсному  значенні  a . 
Відповідь:  при  1a     система  несумісна;  при  1a   

система  має  один  розв’язок  (-1;0);  при  1a   система  має  два  

розв’язки  





 




3

1
;

3

12 aa
  та  )1;21( aa  . 

В  системах  виду   







22212

111 ,

cnybnxa

cybxa
  доцільно  

застосовувати  метод  підстановки,  тобто  з  першого  рівняння  
виразити,  наприклад,  x   через  y (при  01 a )  і  підставити  його  
у  друге  рівняння  системи,  яке  перетвориться  в  лінійне  
рівняння  з  однією  змінною  і  модулями,  і  легко  розв’язується  
за  допомогою  методу  інтервалів  при  розкриванні  модулів. 
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Приклад  4. 

Розв’язати  систему  рівнянь  







.172312

,72

yx

yx
 

Розв’язання. 




















;17227312

,27

;172312

,72

xx

xy

yx

yx
 









.1729312

,27

xx

xy
 

Розглянемо  друге  рівняння  останньої  системи:  

1729312  xx   )( .  Застосуємо  метод  інтервалів  при  

розкриванні  модулів.  Знайдемо  характерні  точки  підмодулевих  

виразів:  








;029

,01

x

x











.
2

9
,1

x

x
 

Знайденими  характерними  значеннями  змінної  x   
розбиваємо  числову  вісь  на  проміжки  знакосталості. 

 

 
Розглянемо  рівняння  )(   на  кожному  з  утворених  

проміжків: 

1)  1x :  xxxx 2929  ,11    і  рівняння  )(   набуває  

вигляду  17)29(3)1(2  xx ,  тобто  маємо  систему   


















;01762722

,1

;17)29(3)1(2

,1

xx

x

xx

x
 










;128

,1

x

x










;

;
2

3
,1

x
x

x
 

2
9  1 x
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2)  
2

9
1  x :  xxxx 2929  ,11    і  рівняння  )(   

набуває  вигляду  17)29(3)1(2  xx ,  тобто  маємо   систему   





















;01762722

,
2

9
1

;17)29(3)1(2

,
2

9
1

xx

x

xx

x
 



















 ;2
;2

,
2

9
1

;84

,
2

9
1 x

x

x

x

x
 

3)  
2

9
x :  922x-9  ,11  xxx   і  рівняння  )(   набуває  

вигляду  17)92(3)1(2  xx ,  тобто  маємо  систему   





















;1727622

,
2

9

;17)92(3)1(2

,
2

9

xx

x

xx

x
  











;468

,
2

9

x

x













.

4

23

;
4

23

,
2

9

x
x

x
 

Оскільки  











,
4

23
,2

1729312
x

x
xx    то  система  









;1729312

,27

xx

xy





















;
4

23
,2

,27

x

x
xy































.
2

9

,
4

23
,3

,2

y

x

y

x

 

Відповідь:   














 

2

9
;

4

23
),3;2();( yx . 
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Приклад  5. 

Розв’язати  систему  рівнянь   







.131

,1

yx

yx
 

Розв’язання. 
 




















;1311

,1

;131

,1

yy

yx

yx

yx
 









.132

,1

yy

yx
 

Розглянемо  друге  рівняння  останньої  системи:  

132  yy   )( .  Застосуємо  метод  інтервалів  при  

розкриванні  модулів.  Знайдемо  характерні  значення  змінної  y   

для  підмодулевих  виразів:  














.3

,2

;03

,02

y

y

y

y
  Знайденими  

характерними  значеннями  змінної  y   розбиваємо  числову  вісь  
на  проміжки  знакосталості. 

 

 
Розглянемо  рівняння  )(   на  кожному  з  утворених  

проміжків: 

1)  2y :  yyyy  33  ,22   і  рівняння  )(   набуває  

вигляду  132  yy ,  тобто  маємо  систему  




























;
;2

,2

;42

,2

;132

,2
y

y

y

y

y

yy

y
 

2)  32  y :  yyyy  33  ,22   і  рівняння  )(   

набуває     вигляду      132  yy ,     тобто     маємо     систему   

y  2 3 
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;32

;

,32

;11

,32

;132

,32
y

Ry

yy

yy

y
 

3)  3y :  33  ,22  yyyy   і  рівняння  )(   набуває  

вигляду         132  yy ,        тобто          маємо            систему  



























.

;3

,3

;62

,3

;132

,3
y

y

y

y

y

yy

y
  

Оскільки   3;2132  yyy ,  то  система   

   

























.3;2  tде  t,

t,1

;3;2

,1

;132

,1

y

x

y

yx

yy

yx
  

Відповідь: система  має  безліч  розв’язків  виду  t)t;-1( , 

 .2;3  tде   

В  системах  виду    












3333232131

2232221

1131211

,

,

bnzanyanxa

bzayaxa

bzayaxa

  

також  доцільно  застосовувати  метод  підстановки,  тобто  з  
першого  рівняння  виразити,  наприклад,  x   через  y   і  z (при  

011 a )  і  підставити  це  вираження  у  друге  і  третє  рівняння  

системи.  А  потім  у  другому  рівнянні  виразити  y   через  z (  чи  
навпаки )  і  підставити  дане  вираження  у  третє  рівняння.  Тоді  
третє  рівняння  останньої  системи  буде  лінійним  рівнянням  з  
однією  змінною  і  модулями,  яке  легко  розв’язується  за  
допомогою  методу  інтервалів  при  розкриванні  модулів. 

 
Приклад  6. 

Розв’язати  систему  рівнянь     












.5321

,22

,12

zyx

zyx

zyx
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Розв’язання. 




























;532121

,2)21(2

,21

;5321

,22

,12

zyzy

zyzy

zyx

zyx

zyx

zyx

 





























;5322

,033

,21

;5322

,2242

,21

zyzy

zy

zyx

zyzy

zyzy

zyx

 
















;532)(2

,

,21

zzzz

zy

zyx

 

 





























.532

,

,21

;532

,

,21

zzz

zy

zyx

zzz

zy

zyx

 

Розглянемо  третє  рівняння  останньої  системи  

532  zzz   )( .  Застосуємо  метод  інтервалів  при  

розкриванні  модулів.  Знайдемо  характерні  значення  змінної   z   

для  підмодулевих  виразів:  



























.3

,2

,0

;03

,02

,0

z

z

z

z

z

z

   Знайденими  

характерними  значеннями  змінної  z   розбиваємо  числову  вісь  
на  проміжки  знакосталості. 

 
 
 

 2 0 3 z  
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Розглянемо  рівняння  )(   на  кожному  з  утворених  
проміжків: 

1)  0z :  zzzzzz  33  ,22  ,   і  рівняння  )(   

набуває    вигляду      532  zzz ,  тобто  маємо  систему 




























;
;0

,0

;03

,0

;532

,0
z

z

z

z

z

zzz

z
    

2)  20  z :  zzzzzz  33  ,22  ,   і  рівняння  )(   

набуває  вигляду  532  zzz ,  тобто  маємо  систему  


















;0
;0

,20

;0

,20
z

z

z

z

z
    

3)  32  z :  zzzzzz  33  ,22  ,   і  рівняння  )(   

набуває  вигляду  532  zzz ,  тобто  маємо  систему  

;
;4

,32










z

z

z
 

4)  3z :  33  ,22  ,  zzzzzz   і  рівняння  )(   

набуває  вигляду  532  zzz ,  тобто  маємо  систему  
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,3

;532

,3

z

z
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z










.
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3
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,3

z
z
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Оскільки  
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532
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z
zzz    то  система  















;532

,

,21

zzz

zy

zyx






























;
3

10
,0
,

,21

z

z
zy

zyx

 



 79



































































































.
3

10
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,
3
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x

y

z

x

y
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Відповідь:    .
3

10
;

3

10
;

3

13
),0;0;1();;(















 zyx  

Приклад  7. 

Розв’язати  систему  рівнянь     












.123113

,32

,1

zyx

zyx

zyx

 

Розв’язання. 














;123113

,32

,1

zyx

zyx
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;1231334

,133

,1

zyzy

zy

zyx

 















;123113134

,313

,1

yyyy

yz

zyx

 




























.11315

,313

,1

;13315

,313

,1

yy

yz

zyx

yy

yz

zyx

 

Розглянемо  третє  рівняння  останньої  системи: 

 yyyyy 413111315 ,  оскільки  

сума  невід’ємних  чисел  не  може  бути  від’ємною.Тому  остання  
система  рівнянь  є  несумісною,  так  як  містить  рівняння,  яке                 
не  має  змісту  при  жодному  дійсному  значенні  y .Тоді  в  силу  
рівносильних  перетворень  маємо,  що  і  початкова  система  
несумісна. 

Відповідь:  система  несумісна. 
 

ВПРАВИ  ДЛЯ  ПРАКТИЧНИХ  ЗАНЯТЬ  ТА  САМОСТІЙНОГО  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
 

1.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  







;03

,032

xy

xy
        б)  








;832

,1353

yx

yx
 

в)  







;7

,1

yxx

yyx
          г)  








.041

,241

yx

yx
   

Відповідь:  а)  ;)9;6(),1;2(),3;0(    

б)  ;)2;1(),2;1(),2;1(),2;1(     в)  ;)9;1(),1;3(   

г)   .)5;0(),5;2(  
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2.  Дослідити  і  роз’язати  системи  рівнянь: 

а)  







;11

,

yx

ayx
   б)  








;1121

,15

ayx

ayx
  в)  








.1

,

ayx

ayxa
  

Відповідь:  а)  при  0a   система  несумісна,  при  0a   
система  має  безліч  розв’язків  виду  t)t;( ,  де   1;t    і  при   

0a   система  має  один  розв’язок  





 



2

2
;

2

2 aa
;  б)  система  

несумісна  при  ;Ra   в)   )0;1(),0;1(    при   Ra . 
3.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  







;31312

,132

yx

yx
       б)  








;2312

,33

yx

yx
  

в)  







;21113

,33

yx

yx
        г)  








.1121

,32

yx

yx
 

Відповідь:  а)  ;),1;1(,)0;
2

1

















   б)  ;
5

2
2;

5

1
,

5

4
4;

5

3























  

в)  ;13;
3

1
3,8;

3

2
3






















    г)  система  несумісна. 

4.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  







;833

,2

yx

yx
       б)  











.23
2

3

2

,52

y
x

yx
 

Відповідь:  а)  система  має  безліч  розв’язків  виду  t)t;(2  ,  

де   ;5;3-t   б)  система  має  безліч  розв’язків  виду  t)5;-(2t ,  

де   1;3t . 
5.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  













;3

,0

,121

zyx

zyx

zyx

         б)  












.22

,3

,112

zyx

zyx

zyx
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Відповідь:  а)  ;
3

1
;

6

7
;

2

3
,0;

2

3
;

2

3















 






    б)  система  

несумісна. 
6.  Розв’язати  системи  рівнянь: 

а)  













;98233

,122

,1

zyx

zyx

zyx

      б)  












;51629

,02

,02

zyx

zyx

zyx

   

в) 
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,2

,12

zyx

zyx

zyx

         г)  
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,32

zyx

zyx

zyx

 

Відповідь:    а)    ;)6;6;1(,
3

4
;

3

4
;1

















           б)   










  ,

3

1
;

3

1
;1   

;
9

2
;

9

2
;

3

2










    в)  система  несумісна;  г)  система  несумісна. 
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