
Глава 4. ОСНОВНІ АЛГОРИТМИ ОБРОБКИ ІНФОРМАЦІЇ В 

ПІЛОТАЖНО – НАВІГАЦІЙНИХ КОМПЛЕКСАХ 

Основними задачами ПНК як постачальника інформаційного 

забезпечення польоту ЛА є: 

 суспільна обробка навігаційної інформації, яка надходить 

на борт ЛА; 

 забезпечення високої надійності функціонування борто-

вих систем та комплексів ЛА і взагалі безпеки польоту за рахунок 

резервування джерел  інформації. 

Висока ефективність використання інформації, яка надходить 

на борт ЛА, забезпечується застосуванням різних методів її оброб-

ки. До основних методів обробки інформації треба віднести опти-

мальну фільтрацію й оптимальне управління, яке реалізується в су-

часних ПНК. Найкращі результати підвищення якісних характерис-

тик вимірювальних комплексів, досягаються в системах зі структу-

рною надмірністю. Під структурною надмірністю в ПНК розумієть-

ся можливість отримання пілотажно-навігационної інформації па-

ралельно декількома способами з використанням сигналів від при-

борів та вимірювальних систем, що входять до складу ПНК. Отри-

мана таким образом інформація комплексується. 

У теперішній час у ПНК широке розповсюдження знайшли 

такі способи сумісної обробки однорідної інформації, що надходить 

від декількох вимірників:  

 взаємна компенсація і фільтрація похибок вимірювальних 

приладів, що вимірюють один і той самий навігаційний параметр; 

 оптимальне оцінювання вектора стану з використанням 

апріорної інформації про контрольований процес та поточні вимі-

рювань, що реалізує алгоритм оптимальної фільтрації Калмана. 

4. 1 Схема компенсації 

Схема компенсації отримала найбільш широке розповсю-

дження при обробці пілотажно-навігаційної інформації у випадках, 

якщо один і той же навігаційний параметр вимірюється двома або 

декількома вимірниками, робота яких базується на різних фізичних 

принципах. У цьому випадку алгоритм компенсації, що дозволяє 

значно зменшити похибки вимірювання реалізується за схемою, що 

показана на рис. 4.1. 

 Сигнали вимірників В1 і В2, які крім вимірюваної величини  

х містять у себе сигнали помилок 1 та 2, надходять на вхід при-

строю віднімання ПВ1, на виході якого формується сигнал 

 = (х + 1)  (х + 2) = 1  2. 

Цей сигнал проходить крізь динамічний фільтр F(p) і на дру-

гому пристою ПВ2 віднімається з сигналу першої (коректованої) 

системи. 

Рівняння такої системи може бути записано у вигляді 

 211 )(ˆ  pFxx  

або 

   ˆ)()(1ˆ 21 xpFpFxx ,                     (4.1) 

де    21 )()(1ˆ  pFpF   помилка комплексної системи. 

Якщо вибрати фільтр F(p) таким, щоб він з мінімальним спо-

творенням пропускав заваду 1 і заглушував заваду 2, то помилка 

комплексної системи буде мінімальною, тобто помилка ̂  зменшу-

ється залежно від різниці в спектральних характеристиках завад  1 

та 2.  При значній різниці в частотних  характеристиках завад на 

виході фільтра F(p) (див. рис.4.1) повністю буде відтворюватися 

завада1, а на виході другого пристою віднімання ПВ2 відтворю-

ється точне значення вимірюваного параметра х, оскільки   
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Однак реальний фільтр, пропускаючи частку енергії зава-

ди1, не повністю заглушує заваду 2, як наслідок цього вихідний 

сигнал схеми окрім потрібної величини х буде містити помилку ̂ .   

Відповідно до зазначених умов F(p) повинен бути фільтром 

низьких частот, тоді фільтр з характеристикою [1  F(p)] стає філь-

тром високих частот. Фільтр низьких частот може бути реалізова-

ний, в простішому випадку за допомогою реальної аперіодичної 

ланки з передаточною функцією 
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де  Т  стала часу фільтра. 

Передаточна функція фільтра високих частот  
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являє собою реальну диференціювальну ланку. 

З урахуванням вище викладеного, схему компенсації, що на-

ведена на рис. 4.1, можна подати 

як еквівалентну схему отриман-

ня оцінки  ˆˆ хx  (рис. 4.2). 

Враховуючи передбачува-

ний характер спектральних хара-

ктеристик 1 і 2  спектральних 

щільностей )(
1
S і )(

2
S , (див. 

рис.4.3), можна представить графіки спектральних характеристик 

сигналів помилок *
1  і *

2  (дисперсій помилок D (
*
1) та  

D (
*
2)), отриманих в результаті проходження сигналів через відпо-

відні фільтри з амплітудно-частотними характеристиками (АЧХ)  

[1  F(j)] та  F(j).                     

Якщо помилки 1 и 2 є стаціонарні та статично незалежні 

випадкові функції часу зі спектральними щільностями )(
1
S  та 

)(
2
S , то дисперсії помилок вихідних сигналів визначаються за 

формулами: 
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де ,2  середньоквадратичні помилки вихідних сигналів. 

Дисперсія помилки системи при реалізації способу компен-

сації має вигляд:  
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На основі рис.4.3 можна зробити висновок, що дисперсія по-

милки системи 2

̂
  тим менше, чим більше відрізняються за часто-

тою спектральні щільності похибок вхідних сигналів. Таким чином, 
задача комплексування двох вимірників полягає у виборі такої час-
тотної характеристики фільтра F(jω), щоб після підсумовування 

сигналів (див. рис.4.2) параметр на виході схеми  ˆˆ хx  був бли-

зький до вимірюваного па-
раметру х(t). 

Схему компенсації 
можна реалізувати викорис-
товуючи схему зі зворотним 
зв'язком (рис. 4.4). ). Рівнян-
ня помилок у цьому випадку 
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еквівалентні отриманим раніше для схеми компенсації без зворот-
ного  зв'язку (див. рис. 4.1). 

Для схеми компенсації, зображеної на 4.4, можна записати: 

21 )(]ˆ)[(ˆ  xpFxxx , 

звідки маємо 
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При  F(p) = Tp   рівняння помилок повністю співпадають. 

4. 2 Схема фільтрації 

Схема фільтрації у випадку, коли один і той самий параметр        

вимірюється  двома вимірниками, має вигляд, показаний на рис.4.5.             

Сигнал на виході такої системи описується рівнянням 
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або 

  .)(Ф)(Ф)(Ф)(Фˆ
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Для того, щоб система не вносила динамічних помилок, не-

обхідно виконати умову   

Ф1(р) + Ф2(р) = 1. 

У цьому випадку вихідний сигнал буде мати вигляд 

  ,)(Ф)(Ф1ˆ
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хррхх              (4.2) 

де   .)(Ф)(Ф1 2212  рр


 

Таким чином, при Ф2(р) = F(p) вираз (4.2) перетворюється до 
виразу (4.1), що свідчить про еквівалентність схем компенсації і 
фільтрації. 

Приклад 1. Роздивимося параметричний синтез комплексної 
системи вимірювання висоти, яка використовує сигнал від радіови-
сотоміра та баровисотоміра. 

Радіовисотомір має стаціонарну флуктуаційну похибку  

ξ РВ = ф
РВ , що описується кореляційною функцією:   
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Барометричний висотомір крім стаціонарної флуктуаційної 

складової похибки ф
БВ , що описується аналогічною  кореляційною  

функцією   
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має регуляторну нестаціонарну складову  

ξ
Р

БВ = λ 0  , 

де λ 0   центрована випадкова величина із заданою дисперсією D[λ 0 ], 

тобто ξ БВ = рф
БВБВ  . 

Спектр флуктуаційної похибки радіовисотоміра значно шир-

ше спектра  аналогічної  похибки  баровисотоміра (αРВ  αБВ ), то-
му для реалізації комплексної системи вимірювання висоти доціль-
но вибрати схему  з фільтром різницевого сигналу низької частоти,  
тобто опрацьовувати інформацію вимірників за схемою компен-
сації, показаної на рис.4.6. 

ξ1 

Ф1 (р) х1 

х̂  В1 
х 
 

В2 

Ф2 (р) 
х2 

ξ2 
Рис. 4.5 

  ˆˆ хх  
Н + БВ 

БB 

Wф(p) 


* 

БВ   РВ 

Н + РВ 

Н 

РB 

ПB2 

ПB1 

Рис. 4.6 

рф
БВБВБВ   

ф
РВРВ   



Вигляд передаточної функції фільтра із метою вилучення ре-

гулярної складової похибки баровисотоміра, визначається з умови 

забезпечення астатизму першого порядку, тобто 
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де стала часу Т визначається з умов мінімізації середньоквадратич-

ної  похибки комплексної системи.                                                   

У даному випадку параметричну оптимізацію зручніше  про-

водити в частотній області. Переходячи до спектральних характе-

ристик похибок, маємо 
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З урахуванням того, що α РВ  α БВ, спектр похибок радіо-

висотоміра в смузі пропускання фільтра низьких частот практично 

постійний і дорівнює значенню спектральної щільності при ω = 0 
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Таким чином в умовах даної задачі похибку радіовисотоміра можна 

вважати білим шумом. 

Складові похибки комплексної системи Di[] з урахуванням  

похибок окремих вимірників мають вигляд   
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Передаточна   функція    фільтра  для  сигналу    ξ БВ  дорівнює  

[1  Wф(р)], і при цьому автоматично виконується умова інваріан-

тості при будь-яких параметрах фільтра Wф(р). Відповідно до  фор-

мули (4.3) маємо    

 















T
d

Тj
D

РВ

РВ

РВ

РВ
222

1
1

1
][  


















11

1
1

)(
][

БВ

БВБВ

БВ

БВБВ
22

22

2

2
T

T
d

Тj
D  

Дисперсія похибки комплексної системи з урахуванням неза-

лежності похибок вимірників дорівнює 
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і є цільовою функцією, яку необхідно мінімізувати за параметром Т. 

Обмеження на параметр Т є тільки його позитивність. Для зручнос-

ті подальшого викладання позначимо 

α БВ Т = z,         2
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m .                            (4.5) 

З урахуванням позначень (4.5) формула (4.4) набуває вигляду 
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Мінімум функції ψ (z) визначається з умов  
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Диференціюючи (4.6) і прирівнюючи першу похідну функції 

ψ(z),  до нуля, отримаємо квадратне рівняння 
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розв'язавши яке визначимо  
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Розв‘язок рівняння z2 не задовольняє умовам позитивності z.  

Другий розв‘язок рівняння  значення z1 позитивне при умовах  

m > 1, що зазвичай виконується оскільки 2
РВ

σ  і 2
БВ

σ  мають один по-

рядок, а  α РВ  α БВ. Таким чином,  розв’язком рівняння  стає зна-

чення z1. 

Досліджуючи умови (4.7 ) для другої похідної, отримаємо 
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m
Тz  дійсно визначає мінімум функції 

ψ(z),  яка задана формулою (4.6).Оптимальне значення сталої часу 

Топт визначається у вигляді    
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4. 3. Методи оптимальної обробки інформації в ПНК 

 Методи оптимальної обробки інформації в ПНК використо-

вуються  з метою отримання оцінок вектора стану ПС (або деякої 

частини цього вектора) в умовах впливу випадкових збурень і завад 

на процес вимірювання. При цьому оцінюються не самі параметри 

польоту, а  їхні похибки. 

Нехай вектор стану динамічної системи описується векторно-

матричним рівнянням                             

)()()()()( ttttt xVBXAX  ,                                  (4.8) 

де  tΧ   n-мірний вектор стану системи; A(t)  квадратна матриця 

розмірності n  n, яка являє собою матрицю коефіцієнтів системи; 

 txV   k-мірний вектор  збурень, що діють на вході динамічної 

системи; B(t)  матриця збурень, розмірності. 

Вважаємо, що компоненти вектора  txV  лінійно зв'язані з 

випадковими функціями типу білого шуму, мають нульові матема-

тичні сподівання  M [Vx(t)] = 0 і характеризується кореляційною 

матрицею  txR  = M [Vx(t), )(T txV ].  

Отже 

M[Vx(t)] = 0; 

M[Vx(t), )(T txV ] = Rx(t)(t  ), 

де М  символ математичного сподівання; (t  )  дельта-функція. 

 З   вектором стану системи Х(t) співвідношенням 

)()()( ttt XHΥ                                    (4.9) 

зв'язаний вектор спостережень Y(t) розмірності т. 

У рівнянні (4.9) H(t) – матриця зв'язку (матриця спостере-

ження). Необхідною умовою оптимального оцінювання є повна 

спостережливість вектора стану Х(t) за вектором спостереження 

Y(t). 

Вважається, що процес Х(t) цілком спостережний на інтерва-

лі  t  [t1, t2], якщо за значенням вектора Y(t) при t  [t1, t2] можна 

обчислити значення вектора Х(t) при t  [t1, t2]. Умови повної спо-

стережливості виконуються при т  n.  Оскільки компоненти век-

тора Y(t) вимірюються з помилками, то як наслідок вимірювання 

отримують новий вектор, так званий вектор вимірювання   

Z(t)= Y(t) +Vz(t), 

де Vz(t)   вектор помилок вимірювання (припускається, що компо-

ненти вектора Vz(t) можна подати у вигляді білого шуму з нульо-

вим математичним сподіванням). Вектор Vz(t), аналогічно вектору 

Vx(t), характеризується кореляційною матрицею Rz(t) розмірності  

m  n, тобто  

М [Vz(t)] =0,  

М [(Vz(t), )(T tzV ] = Rz(t)(t  ) . 

Припускаючи, що компоненти векторів Vx(t) і Vz(t) некор-

рельовані, на підставі викладеного математичну модель динамічної 

системи та рівняння спостереження можна записати у вигляді  
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                        (4.10) 



При оптимальній обробці пілотажно-навігаційної інформації 
в ПНК найбільш важливим процесом є процес отримання оптима-

льних оцінок  tΧ̂ .В основу алгоритмів отримання оптимальних 

оцінок можуть бути покладені такі методи обробки інформації: 

 метод найменших квадратів (МНК); 

 метод максимуму правдоподібності; 

 рекурентний метод (оптимальний фільтр  Калмана ). 

Алгоритм оцінювання за методом найменших квадратів 

Метод найменших квадратів застосовується для одержання 
оптимальних оцінок при обробці накопичених вимірювань. Якщо 
виконано m вимірювань координат Х (параметрів) системи (4.8), 
тоді 

Z = HX + Vz ,                                             (4.11) 

де H  матриця спостереження; Z, X і Vz   вектори, компонентами 

яких є реалізація вектора вимірювання Zi, вектора стану системи Xi 

і вектора помилок вимірювання Vzi  відповідно, причому mi ,1 .  

Необхідно за спостереженнями Z  і заданою матрицею спо-
стереження Н щонайкраще оцінити стан вектора Х. Критерієм такої 
оцінки за МНК служить функціонал     

ii z

m

i

J VV



1

T

z  

який  мінімізує  суму  квадратів  помилок  вимірювання   Vzi. 

У матричному виді цей вираз запишеться так: 
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або з урахуванням (4.11)  

J = (Z  HX)
T
(Z  HX)                             (4.12) 

Оцінку Χ̂  , вектора стану системи Х можна одержати шляхом 

розв’язання  рівняння  0




X

J
. 

З урахуванням рівняння (4.12) маємо 

0)ˆ()ˆ( TT  HXHZXHZH                  (4.13) 

Доданки  виразу (4.13) рівні між собою, оскільки є добутками 

транспонованих відносно один до одного однакових співмножників 

H і (Z  H Χ̂ ). Отже, тільки рівність  нулю кожного з цих двох до-

данків забезпечує рівність нулю виразу (4.13). 

Нехай:  

H
Т
(Z  H Χ̂ ) = 0, 

тоді  H
Т
Z  H

Т
H Χ̂ = 0,  або  Χ̂  = (H

Т
H)

1
H

Т
Z. 

Відтепер можна сформулювати необхідні і достатні умови 

одержання оптимальних оцінок Χ̂  вектора стану системи Х за ме-

тодом найменших квадратів  у вигляді основних положень, вико-

нання яких передбачає: 

 наявність накопичених спостережень Zi, mi ,1 ; 

 знання матриці спостережень Н ; 

 не особливість матриці H
Т
H, тобто |H

Т
H|  0. 

Структурна схема одержання оптимальних оцінок за методом 

найменших квадратів показана на рис.4.7.     

Отримання оцінки  Χ̂   зв'язано з накопиченням спостережень  

Zm  у наслідок чого нова оцінка параметра не збігається за часом з 

його поточним значенням на час, необхідний для накопичення спо-

стережень. Тому даний алгоритм для оцінки використовують лише 

у випадку виміру того самого параметра одночасно кількома датчи-

ками. 

Розглянемо приклад застосування МНК для оцінки пілотаж-

но-навігаційних параметрів польоту. 

Оцінка за методом 

найменших квадратів 
Модель похибок ПНК 

X (t) )(tХ

 Накопичувач 

вимірювань p

1

 

B(t) 

Zm(t) 

 

)(ˆ tmX  

Спостереження 

Н(t) (H
Т
H)

1
H

Т
 

Рис.4.7.  

Vz (t) 

Vx (t) А(t) 



Приклад 2. Роздивимося комплексну системи вимірювання 

кутових положень ЛА, яка використовує методом найменших квад-

ратів. Нехай ПНК, на основі інформації від трьох ідентичних ІНС, 

обчислює кут крену ЛА. Покази першої, другої і третьої ІНС  від-

повідно дорівнюють: 
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де γ  поточний кут крену; 1 , 2  і 3   помилки вимірювання  

першої, другої і третьої ІНС  відповідно (компоненти вектора  Vz ). 

Теж саме запишемо у матричній формі.  

Z = HX + Vz, 

де  
Т

321   zzzΖ , H =
T

111 , X  =  γ, 
Т

321   zV  

Необхідно за спостереженнями Z  і заданою матрицею спо-

стереження Н оцінити стан вектора X. Оцінкою кута крену за мето-

дом найменших квадратів буде 

ΖΗΗΗΧ
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Використовуючи вище викладене отримаємо 
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ZНННХ . 

Отже значення крену в даному випадку визначається як середнє 

арифметичне показів трьох інерціальних систем.                                       

Алгоритм оцінювання за методом максимуму правдоподібності  

Алгоритм оцінювання за методом максимуму правдоподібно-

сті  як і алгоритм оцінювання за МНК потребує накопичення вимі-

рювань, тобто наявності вектора спостережень.  

Передбачається, що похибки вимірювання розподілені за но-

рмальним законом. Тоді щільність розподілу ймовірностей вектора  

Vzm має вигляд: 
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,           (4.14) 

де Rz – кореляційна матриця похибок вимірювання ; |Rz | – визнач-

ник матриці Rz.                                                    

Використання алгоритму оцінок за методом максимуму прав-

доподібності передбачує виконання умови |Rz |  0, тобто матриця 

Rz не повинна бути особливою. Підставивши (4.11) у (4.14), отри-

маємо вираз для функції правдоподібності  
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яка являє собою щільність розподілу помилок  вимірювання. 

Необхідно обрати таку оцінку  
mΧ̂ , при якій функція правдо-

подібності ψ (Х) перетворюється в максимум, що відповідає міні-

муму квадратів відхилень виміряних координат вектора Х від їх-

нього дійсного значення. Для цього необхідно, щоб            

0
)(






X

X
. 

На практиці зручніше обчислювати максимум не самої функ-

ції правдоподібності, a її логарифма, тобто 
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Узявши в рівнянні (4.15) похідні за компонентами вектора Xm 

і прирівнюючи їхню суму до нуля, одержимо: 
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1 T11T  
mmzmmz XHZHRXHZRH .        (4.16) 

Зауважимо, що як і для формули оцінки вимірювань за мето-

дом найменших квадратів, один із доданків виразу (4.16) є транспо-

нованим відносно іншого. Отже, доданки цього виразу рівні між 

собою, вони не можуть бути від’ємні, тому кожний з них дорівнює 

нулю. Припустимо, що                     

0)ˆ(1T 
mmz ΧHZRΗ , 

тоді         

   mzzm ZRHHRHΧ
111 TT )(ˆ  .                      (4.17) 

Вираз (4.17) стає вихідним для розробки алгоритму отриман-

ня оптимальних оцінок  за методом максимуму правдоподібності. 

Для визначення цих оцінок необхідно: 

 накопичити m  спостережень  Zm; 

 знати кореляційну матрицю R z похибок вимірника; 

 знати матрицю зв’язків спостереження H. 

Структурна схема отримання оптимальних оцінок за методом 

максимуму правдоподібності показана на рис.4.8. 

Як і для алгоритму оцінок за МНК отримання оцінки  
ˆ

mX   

пов’язано з накопиченням вимірювань Zm, тому цей метод, як і 

МНК, можна використовувати лише при вимірюванні одного пара-

метра декількома системами. В іншому випадку нова оцінка поми-

лок ПНК не буде співпадати з поточним значенням помилок на час, 

що дорівнює часу накопичення спостережень. 

Приклад 3. Припустимо, що географічна широта ЛА () ви-

мірюється за допомогою ІНС та астроорієнтатора типу ЗСО; похиб-

ки ІНС і ЗСО некорельовані; за паспортним даним дисперсії похи-

бок ІНС та ЗСО складають:  
2

ІНС = (6)
2 

,  
2

ЗСО = (3)
2
 . 

Необхідно оцінити за методом максимуму правдоподібності 

значення географічної широти ЛА, якщо покази ІНС на даний мо-

мент складають 5024, а покази ЗСО – 50 30.
 

Оцінка параметра  за методом максимуму правдоподібності 

відповідно до (4.17)  визначається співвідношенням 
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Оцінка координати  за результатами вимірювань ІНС і ЗСО  
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в числовому вигляді ̂   = .82500350
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Оцінка за методом максимуму 

правдоподібності 
Модель похибок ПНК 

X (t) 

Накопичувач 

вимірювань p
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Рис.4.8.  
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